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BAB 1 
PENGENALAN FUNGSI 
 
Oleh Fathan Mubina Dewadi 
 
1.1 Pendahuluan 
 Penafsiran guna dalam matematika ialah pemetaan tiap 
badan suatu gabungan (dikenal selaku daerah), pada badan 
gabungan yang lain (dikenal selaku kodomain). Guna yang 
diartikan, berlainan dengan arti guna dalam arti dengan cara biasa. 
Pada guna, ada sebagian sebutan berarti, di antara lain merupakan 
daerah ialah wilayah asal guna f dilambangkan dengan D f  (Tifani, 
2022).  
 Kodomain ialah wilayah teman guna f dilambangkan 
dengan K f. Range ialah wilayah hasil yang ialah gabungan bagian 
dari kodomain. Range guna f dilambangkan dengan R f  (Wibowo & 
Dewadi, 2022). Penafsiran guna dalam matematika pula bisa 
dimaksud selaku sesuatu kedekatan yang mengaitkan tiap badan x 
dalam sesuatu gabungan yang diucap wilayah asal (daerah) dengan 
sesuatu angka tunggal f (x) dari sesuatu gabungan kedua yang 
diucap wilayah teman (kodomain)  (Dewadi & Dewadi, 2022). 
Gabungan angka yang didapat dari kedekatan itu diucap wilayah 
hasil (Range) (Dewadi, 2021). Dikutip dari The Story of 
Mathematics, guna merupakan ketentuan yang mengaitkan tiap 
bagian dalam sesuatu gabungan, alhasil guna bisa dibilang selaku 
bagian spesial dari kedekatan  (Dewadi, 2016).  
 Tetapi, tidak seluruh kedekatan merupakan guna. 
Kemudian apakah yang melainkan kedekatan serta guna  (Abbas, et 
al., 2020). Diucap guna satu demi satu. Contoh guna f melaporkan A 
ke B hingga guna f diucap sesuatu guna satu demi satu (injektif), 
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bila tiap 2 bagian yang berbeda di A hendak dipetakan pada 2 
bagian yang berlainan di B  (Dewadi, et al., 2021). 
 

1.2 Aplikasi Fungsi  
 Tidak semua orang suka analitis. Alasannya sederhana, 
tidak sepi  (Dimyati, et al., 2021). Lebih baik seimbangkan dan 
uraikan di puncak apa yang telah Anda capai, seperti saat Anda 
duduk di bangku akademi kategori saat ini atau akademi 
menengah  (Farida, 2020). Mari kita terima barang-barang tertentu 
atau terbaru, berbagai merek, penggunaan angka yang rumit dan 
rumit  (Dewadi, 2021). Mulai dengan logaritma, aljabar, matriks, 
fungsi kuadrat, dll. Menyelesaikan hanya satu pertanyaan 
menyebabkan mereka merasa seperti zaman kita telah terkuras 
oleh tahun biner. Banyak dari kita mungkin terpesona mengapa 
kita melakukan analitis. Dalam kasus, setelah ambiguitas, 
matematika banyak digunakan dalam kehidupan kita sehari-hari  
(Dewadi, et al., 2020). 

Matematika dapat dikatakan sebagai tindakan seseorang 
tentang administrasi aturan-aturan yang berlaku. Demikian pula, 
aktivitas kuadrat dapat didaur ulang untuk memperjelas setiap 
bagasi dengan tenang  (Al-Afgani, et al., 2021). Bahkan, kita sering 
menjumpai kurva fungsi kuadrat (Dewadi, 2021).  
 Busur kuadrat tinggal sangat populer luar biasa diarahkan 
ke bentuknya yang harmonis dan mirip dengan satu parabola. 
Arsitektur B (Farahdiansari, et al., 2021). Anda dapat membagi titik 
terbaik pelempar atau percepatan bola di sekitar kurva parabola 
dengan pertemuan setiap kotak. Nyatanya, ada banyak kesimpulan 
matematis lain yang bisa muncul di luar dalam kehidupannya yang 
terus-menerus  (Wibowo, et al., 2022).  
Bagi mereka yang menuduh diarahkan untuk tetap tidak percaya 
dengan asumsi bahwa kita akan menggunakan formula ini di masa 
depan, itu tidak berarti kita bisa meremehkan matematika  
(Dewadi, et al., 2021).  
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1.3 Contoh Soal dan Pembahasan 
Mengenai soal dan pembahasan fungsi yang cukup umum 

adalah mengenai fungsi dasar dengan operasi penjumlahan, 
pengurangan, perkalian dan pembagian  (Dewadi, 2023).  

Terlebih dahulu akan dijelaskan mengenai soal-soal terkait 
fungsi masing-masing dua soal dalam operasi sederhana. Berikut 
akan dijelaskan mengenai penyelesaian fungsi sederhana dengan 
penjumlahan  (Tanya-tanya, 2023). 

Jika formula seperti (f + g)(x) = f(x) + g(x), maka hanya 
jumlahkan variabel yang sama saja. Jika berbeda maka hanya 
ditambahkan saja. Misalkan nilai f(x) = 2x + 3 dan nilai g(x) = x2 – 5  
(Dewadi, 2023).  

Maka nilai (f + g)(x) adalah penjumlahan dari nilai f(x) dan 
g(x) dimana 2x + 3 ditambah x2 – 5  (Jati, et al., 2022). Maka nilai (f 
+ g)(x) adalah x2 + 2x -2. Nilai x2 berasal dari g(x) dimana hanya 
g(x) yang memiliki x2 karena variabel g(x) hanyalah x2 dan -5  
(Dewadi, 2022).  

Variabel x terdapat pada f(x) yang bernilai x2. Untuk 
variabel yang terdiri angka saja terdapat pada f(x) dan g(x) dimana 
pada f(x) terdapat 3 dan g(x) terdapat -5  (Dewadi, 2021). Ketika 
dijumlahkan maka 3+(-5) hasilnya adalah -2. Dengan kedua 
perbedaan tersebut maka hasilnya adalah x2 + 2x -2  (Mulyadi, et 
al., 2023). 

Pengurangan fungsi tidak jauh berbeda dengan 
penjumlahan fungsi yang ada dan cenderung menggunakan rumus 
(f – g)(x) = f(x) – g(x). Misalkan untuk nilai f(x) diasumsikan 
sebesar x2 + 3x dan nilai g(x) sebesar 2x – 1  (Supriyanto, et al., 
2022).  

Maka pengurangan fungsi ini yaitu dengan menyamakan 
variabel terlebih dahulu kemudian cari variabel pembeda atau 
yang berbeda . Variabel yang sama adalah 3x pada f(x) dan 2x pada 
g(x). Oleh karena itu nilai (f – g)(x) = f(x) – g(x) adalah x2 + x + 1. 
Penjabarannya adalah sebagai berikut  (Raja Ma’arof, et al., 2021): 
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(f – g)(x) = f(x) – g(x) 
(f – g)(x) = x2 + 3x – (2x – 1) 
(f – g)(x) = x2 + 3x – 2x + 1 
(f – g)(x) = x2 + x + 1 
 

Perkalian fungsi memiliki formula yaitu (f x g)(x) = f(x). g(x). 
kita asumsikan bahwa f(x) sebesar x + 4 dan g(x) sebesar x2 – 4x. 
maka dalam hal ini dengan cara kali pelangi dimana kiri dikali kiri 
lalu kiri dikali kanan lalu kanan dikali kiri dan terakhir kanan dikali 
kanan. Hal ini berlaku jika terdapat 4 variabel. Berikut akan 
dijelaskan mengenai perkalian fungsi  (Lutfin, et al., 2023): 
 
 (f x g)(x) = f(x). g(x) 
       (f x g)(x) = (x + 4). (x2 – 4x) 
      (f x g)(x) = x3 – 4x2 + 4x2 – 16x 
                  (f x g)(x) = x3 – 16x 
  

Yang terakhir pada bab ini adalah operasi pembagian 
fungsi. Namun untuk melakukan pembagian fungsi harus 
memenuhi syarat bahwa variabel pembilang harus merupakan 
gabungan perkalian dari salah satu penyebut. Misalkan x2 – 1 
dibagi dengan x + 1. x2 – 1 merupakan perkalian dari x + 1 dan x – 1  
(Nanda, et al., 2022).  

Maka dari itu formula (f/g)(x) = f(x)/g(x) = x2 – 1 / x + 1. 
Lalu [(x + 1)(x – 1)]/x + 1 sama dengan x – 1 karena nilai atas dan 
bawah terdapat variabel yang sama  (Nanda, et al., 2023).  
 

1.4 Soal-Soal Latihan 
1. Diketahui f(x) = x2 – 9 dan g(x) = x + 3. Tentukan nilai 

(f/g)(x)  (Dewadi, 2021)! 
2. Diketahui nilai-nilai yang ada pada nomor 1, tentukanlah 

nilai (f x g)(x)  (Dewadi, 2023)! 
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3. Diketahui nilai f(x) = x + 2 dan g(x) = x – 1. Tentukan nilai (f 
x g)(x)  (Dewadi, 2022) (Dewadi, 2016)! 

4. Diketahui nilai f(x) = x2 + 6 dan g(x) = x – 4. Tentukan nilai 
(f + g)(x)  (Dewadi, 2016)! 

5. Diketahui nilai f(x) = x3 – 5 dan g(x) = f(x). tentukan nilai (f 
– g)(x)  (Dewadi, et al., 2022)! 
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BAB 2  
DIFERENSIAL FUNGSI ALJABAR 
 
Oleh Cynthia Tri Octavianti 
 
2.1 Fungsi Aljabar 

Fungsi Aljabar merupakan suatu fungsi matematika yang 
terdiri dari kombinasi bilangan, variabel, dan operator matematika 
berupa penambahan, selisih, hasil kali, hasil bagi, pangkat dan akar 
(Tampomas, 2018). Fungsi Aljabar terdiri dari dua, yaitu: 
1. Fungsi Irasional 

Fungsi dengan variabel independennya terletak di bawah 
tanda akar merupakan definisi dari fungsi irasional. 

Contohnya  ( )  √  

2. Fungsi Rasional  
Pengertian dari suatu fungsi Rasional adalah jika suatu 
fungsi dengan variabel independennya mempunyai 
pangkat suatu bilangan bulat.Adapun Fungsi polinomial, 
fungsi kuadrat, fungsi kubik, fungsi linear, fungsi pecahan, 
dan fungsi pangkat adalah jenis-jenis fungsi rasional.  

 

2.2 Definisi Diferensial Fungsi Aljabar 
Turunan atau Diferensial Fungsi Aljabar merupakan bentuk 

lain yang berupa fungsi dari suatu fungsi terdahulu, secara umum 
didefinisikan sebagai limit perubahan fungsi terhadap perubahan 
variabel masukan ketika perubahan masukan mendekati nol. 
Dalam notasi matematika, turunan atau diferensial dari fungsi  ( ) 

dapat ditulis sebagai   ( ) atau 
  ( )

  
 . 

Jika diferensial fungsi aljabar adalah suatu perumuman dari 
materi limit fungsi sehingga dapat didefinisikan sebagai berikut 
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  ( )     
   

 (   )   ( )

 
 

(Sumber(Damari, 2009)) 
 

2.3 Rumus Diferensial Fungsi Aljabar 
Berikut diberikan rumus-rumus diferensial fungsi aljabar 

beserta contohnya. 
1. Aturan Diferensial Fungsi Konstanta 

Jika diketahui  ( )    dengan   suatu konstanta, maka 

diperoleh untuk sembarang  ,   ( )    atau  
  ( )

  
   

Bukti : 

  ( )        
 (   )  ( )

 
    

   

   

 
    

   
   .   

 
Contoh 1.  Tentukan diferensial dari fungsi  ( )    
Penyelesaian 

 ( )

  
   

2. Aturan Diferensial Fungsi Identitas 
Jika diketahui  ( )   , maka diperoleh   ( )     atau 
  ( )

  
   

Bukti : 

  ( )        
 (   )  ( )

 
    

   

(   )  

 
    

   

 

 
  .   

Contoh 2.  Tentukan diferensial dari fungsi  ( )    
Penyelesaian 

 ( )

  
   

 
3. Aturan Diferensial suatu Fungsi Pangkat 

Jika diketahui  ( )    , dengan   suatu bilangan bulat 
positif, maka diperoleh   ( )       . 
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Bukti 

  ( )     
   

 (   )   ( )

 
    

   

(   )    

 
 

    
   

          
 (   )

                     

 
 

    
   

 [      
 (   )

                    ]

 
 

 
Suku-suku yang terdapat di dalam kurung kecuali yang 
awal atau pertama mempunyai s sebagai faktor. Jadi setiap 
suku ini diperoleh hasil limitnya nol bila s yang mendekati 
nol. Maka 
   ( )       .  
Contoh 3.  Tentukan diferensial dari fungsi  ( )     
Penyelesaian 
 (  )

  
     . 

 
4. Aturan Diferensial suatu fungsi dengan kelipatan 

Konstanta 
Jika diberikan   sebuah konstanta dan   sebuah fungsi 
yang terdiferensialkan, maka (  ) ( )      ( ) 
Bukti. Andaikan  ( )     ( ). Maka 

  ( )     
   

 (   )   ( )

 
    

   

   (   )     ( )

 
 

    
   

  
 (   )   ( )

 
      

   

 (   )   ( )

 
 

     ( )   
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Contoh 4.  Tentukan diferensial dari fungsi  ( )  
 

 
   

Penyelesaian 
 

 (
 
   )

  
 

 

 

 (  )

  
 

 

 
         

5. Aturan Diferensial Jumlah dan Selisih 
Jika dua buah fungsi   dan   adalah fungsi yang 
terdiferensialkan, maka (   ) ( )    ( )    ( ) dan 
(   ) ( )    ( )    ( ). 
Bukti. 
Andaikan  ( )   ( )   ( ). Maka 

  ( )     
   

, (   )   (   )-  , ( )   ( )-

 
 

                                         0
 (   )  ( )

 
 

 (   )  ( )

 
1 

                       
 (   )  ( )

 
       

 (   )  ( )

 
 

                                    ( )    ( )   
Untuk pembuktian selisih langkah pembuktian sama. 
 
Contoh 5. Tentukan diferensial dari fungsi  ( )      
     
Penyelesaian 

  ( )  
 (   )

  
 

 (  )

  
 

 (  )

  
            

                   
 

6. Aturan Diferensial Hasil Kali 
Jika dua buah fungsi   dan   adalah fungsi yang 
terdiferensialkan, maka (   ) ( )   ( )  ( )  
  ( )  ( ) 
Bukti. Andaikan  ( )   ( ) ( ) 
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  ( )     
   

, (   )-  , ( )-

 
 

    
   

 (   ) (   )   ( ) ( )

 
 

    
   

 (   ) (   )   (   ) ( )   (   ) ( )   ( ) ( )

 
 

    
   

* (   ) 
 (   )   ( )

 
  ( ) 

 (   )   ( )

 
+ 

    
   

 (   )     
   

 (   )   ( )

 

  ( )    
   

 (   )   ( )

 
 

  ( )  ( )   ( )  ( )   
Berikut diberikan contoh: 
Contoh 6. Tentukan diferensial dari (      )(     ) 
Penyelesaian 
 ((      )(     ))

  
 

 (      )
 (     )

  
 

 (      )

  
(     ) 

 (      )(     )  (  )(     ) 
                           
                  
 

7. Aturan Diferensial Hasil Bagi 
Jika diketahui dua buah fungsi   dan   merupakan fungsi 
yang terdiferensialkan dengan  ( )   . Maka diperoleh 

(
 

 
)
 

( )  
 ( )  ( )   ( )  ( )

  ( )
 

Bukti Andaikan  ( )  
 ( )

 ( )
 

  ( )     
   

, (   )-  , ( )-
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 (   )
 (   )

 
 ( )
 ( )

 
 

    
   

 ( ) (   )   ( ) (   )

 
 

 

 ( ) (   )
 

 

    
   

*
 ( ) (   )   ( ) ( )   ( ) ( )   ( ) (   )

 
 

 

 ( ) (   )
+ 

     *
   

* ( )
 (   )   ( )

 

  ( )
 (   )   ( )

 
+ 

 

 ( ) (   )
+ 

 , ( )  ( )   ( )  ( )- 
 

 ( ) ( )
   

 
 
Contoh 7. 

Tentukan diferensial 
(     )

(    )
 

Penyelesaian. 

 (
(     )
(    )

)

  

 
(    )

 (     )
  

 (     )
 (    )

  

(    ) 
 

 
(    )( )  (     )(  )

(    ) 
 

 
           

(    ) 
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8. Aturan Diferensial Sinus dan Kosinus 
Sebelum masuk dalam pembahasan aturan diferensial 
sinus dan kosinus terlebih dahulu akan diberikan Sifat limit 
trigonometri berikut, untuk membantu memudahkan 
pembuktian turunan sinus dan kosinus 

 
 

 
 
 

 
Gambar 2.1. Tabel Limit 

    

 
. 

(Varberg, Purcell and Rigdon, 2003) 
 
Rumus turunan Sinus 
 (    )

  
      

   

   (   )      

 
 

        
                      

 
 

        .      
      

 
     

    

 
/ 

  (     ) 0      
      

 
1  (    ) 0      

    

 
1 

   
𝑠  

   𝑠

𝑠
      

𝑠  

     𝑠

𝑠
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  (     )                
Demikian pula, rumus turunan kosinus 
 (    )

  
      

   

   (   )      

 
 

        
                      

 
 

        .      
      

 
      

    

 
/ 

  (     ) 0      
      

 
1  (    ) 0      

    

 
1 

  (     )                 
 
Dari hasil di atas diperoleh aturan diferensial sinus dan 

kosinus. Fungsi-fungsi  ( )       dan  ( )       keduanya 
terdiferensialkan. Maka 

 (    )

  
      

 (    )

  
        

 
Berikut diberikan beberapa contoh : 
 
Contoh 8. Cari diferensial dari (           ) 
Penyelesaian  
 (           )

  
  

 (    )

  
  

 (    )

  
 

             
 
Contoh 9 . Cari diferensial dari      
Penyelesaian. 

 (    )

  
 

 .
    
    /
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 (    )
  

      
 (    )

  

     
 

 
                 

     
 

 

     
      . 
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BAB 3 
ATURAN RANTAI 
 
Oleh Nanang  

 
3.1 Pendahuluan 

Aturan rantai digunakan untuk menentukan turunan 
fungsi komposisi. Misalnya kita akan mencari turunan dari (3x 
+ 4)2. Untuk menentukan turunan fungsi tersebut, kita bisa saja 
mengalikan (2x + 4) terlebih dahulu sebanyak dua kali. 
Sehingga kegunaan aturan rantai belum begitu terasa. Akan 
tetapi, coba bayangkan jika fungsi yang akan dicari turunannya 
adalah g(x) = (2x + 4)10. Sangat tidak efisien, jika kita kita 
menguraikannya terlebih dahulu. Risiko kesalahannya pun 
menjadi lebih besar. 

Contoh di atas masih dapat diselesaikan tanpa 
menggunakan aturan rantai, meskipun akan memakan waktu 
yang cukup lama. Namun, terdapat fungsi-fungsi tertentu yang 
memang sulit atau bahkan tidak bisa dicari turunannya tanpa 
menggunakan aturan rantai. Salah satunya adalah fungsi f(x) = 
5x3 + 1. 

Nah, melalui uraian di atas, kita pasti menyadari bahwa 
aturan rantai sangat membantu dalam menentukan turunan 
suatu fungsi. Selanjutnya, kita akan membahas lebih lanjut 
tentang aturan rantai, termasuk bagaimana penerapan aturan 
rantai dalam menentukan turunan fungsi. 

Fungsi yang akan dicari turunannya dengan aturan 
rantai tidak mesti ditulis secara eksplisit sebagai komposisi 
dari beberapa fungsi. Misalnya,  f(x) = x2 + 6x + 9 bukanlah 
fungsi komposisi. Tetapi, fungsi ini dapat ditulis sebagai f(x) = 
(x + 3)2  yang merupakan komposisi dari fungsi g(x) = 

https://www.kimiamath.com/post/turunan-fungsi-dengan-definisi-turunan
https://www.kimiamath.com/post/turunan-fungsi-dengan-definisi-turunan
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x2 dan h(x) = x + 3. Karenanya, turunan f(x) ini dapat dicari 
dengan aturan rantai, meskipun lebih mudah jika dicari secara 
langsung.  f(x) = cos(sin 4x) juga merupakan fungsi 
komposisi.  f(x) dapat ditulis sebagai (g∘h∘i)(x), dengan g(x) = 
cos x, h(x) = sin x, dan i(x) = 4x. 

 

3.2 Definisi Aturan Rantai  
Misalkan y = f(u) dan u = g(x). Jika g terdiferensialkan pada x 

dan f  terdiferensialkan pada u = g(x), maka fungsi 
komposisi f∘g yang didefinisikan sebagai (f∘g)(x) = f(g(x)) 
terdiferensialkan pada x, dengan Dx(f(g(x))) = f′(g(x))g′(x) atau 
  

  
  

  

  
 
  

  
. 

Misalkan y = f(u), u = g(v) dan v = h(x).  
Jika h terdiferensialkan pada x, g terdiferensialkan pada v, dan 
dan f terdiferensialkan pada u, maka fungsi komposisi 
f∘g∘h yang didefinisikan sebagai (f∘g∘h)(x) = f(g(h(x))) 
terdiferensialkan pada x, dengan Dx(f(g(h(x))) atau 
  

  
  

  

  
 
  

  
 
  

  
. 

Dari bentuk di atas, terlihat bahwa seakan-akan du  pada  
ruas kanan dapat dicoret, sehingga ruas kanan menjadi sama 
persis dengan ruas kiri. Meskipun, sebenarnya tidak seperti ini, 
tetapi hal ini dapat memudahkan kita dalam mengingat aturan 
rantai pada turunan. Berikut adalah beberapa contoh 
penerapan aturan rantai. 
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3.3 Contoh-contoh 
Contoh 1: 
Tentukan turunan pertama dari f(x) = (2x + 1)10. 
Jawab: 

Pertama, tulis fungsi di atas sebagai y = (2x + 1)10. 
Selanjutnya, kita misalkan u = 2x + 1, sehingga y = u10. Tentukan 

turunan masing-masing fungsi u = 2x + 1 ⟹ 
  

  
 = 2, y = u10 ⟹ 

  

  
 = 10u9. 

Dengan aturan rantai, diperoleh: 
  

  
  

  

  
 
  

  
 = 10u9⋅2 = 

20u9 = 20(2x + 1)9. Jadi, turunan  pertama f(x) adalah f′(x) = 
20(2x + 1)9. 

 
Contoh 2: 
Tentukan turunan pertama dari y = sin 7x. 
 
Jawab: 

Pertama, kita misalkan u = 7x, sehingga y = sin u. 

Tentukan turunan kedua fungsi di atas: u = 7x ⟹ 
  

  
 = 7,  y = sin 

u ⟹ 
  

  
 = cos u. 

Dengan menggunakan aturan rantai, diperoleh: 
  

  
  

  

  
 
  

  
 = (cos u)⋅7 = 7cos u = 7.cos 7x. Jadi, turunan 

pertama dari y = sin7x adalah y′ = 7cos 7x. 
 

Contoh 3: 
Tentukan turunan pertama dari y = sin32x. 
 
Jawab: 

Fungsi di atas merupakan komposisi dari tiga buah 
fungsi. Tulis y = (sin 2x)3. Misalkan u = 2x, v = sin u, dan y = v3. 
Untuk pemisalan, kita mulai dari fungsi yang letaknya lebih 
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dalam, diikuti oleh fungsi-fungsi yang berada di luarnya. 
Selanjutnya, kita tentukan turunan fungsi-fungsi tersebut. u = 

2x ⟹ 
  

  
 = 2, v = sinu ⟹ 

  

  
 = cosu,  y = v3 ⟹ 

  

  
 = 3v2. 

Selanjutnya, kita gunakan aturan rantai: 
  

  
  

  

  
 
  

  
 
  

  
 = 

3v2⋅(cos u)⋅2 = 6v2cos u. 
Turunan fungsi di atas masih memuat variabel u dan v. 

Ingat bahwa u = 2x dan v = sin u = sin 2x. Akibatnya: 
  

  
  6v2cos 

u = 6⋅(sin 2x)2⋅cos 2x = 6⋅sin22x⋅cos 2x. Jadi, turunan pertama 
dari y = sin32x adalah y′ = 6⋅sin2 2x⋅cos 2x. 
 

3.4 Latihan 

Tentukan turunan pertama atau 
  

  
 dari fungsi berikut. 

1. y = (3x + 7)20  
2. y = sin (3x + 7) 
3. y = sin20(3x + 7)20 
4. y = sin20(3x + 7)10 
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BAB 4 
DIFFRENSIAL FUNGSI TRANSEDEN 
 
Oleh Joni Wilson Sitopu 
 
4.1 Pendahuluan 

Materi Deferensial/turunan merupakan pengembangan 
dari fungsi limit aljabar. Turunan merupakan suatu perhitungan 
terhadap perubahan nilai fungsi karena perubahan nilai input 
(variabel). Turunan dapat disebut juga sebagai diferensial dan 
proses dalam menentukan turunan suatu fungsi disebut sebagai 
diferensiasi (Varberg, D., Purcell, E., Rigdon, S., 2006). Sejauh ini 
kita hanya menggunakan fungsi aljabar, sebagai contoh ketika 
menemukan turunan, yaitu fungsi yang dapat dibangun dengan 
operasi aljabar biasa seperti penjumlahan, pengurangan, perkalian, 
pembagian, dan pangkat konstan. Baik dalam teori maupun 
praktik, ada fungsi lain yang disebut transendental yang sangat 
berguna. Yang paling penting di antaranya adalah fungsi logaritma 
dan eksponen, fungsi trigonometri, fungsi invers trigonometri, dan 
Hiporbolik. 

 

4.2 Fungsi Logaritma Natural (Asli) 
Logaritma natural didefinisikan untuk semua bilangan real 

positif x dan juga dapat didefinisikan untuk bilangan kompleks 
yang bukan nol. (dalam (Joni Wilson Sitopu, dkk., (2023)). 
Definisi 1  

Fungsi logaritma, ditulis ln , didefinisikan sebagai berikut ; 

     ∫
 

 
        

 

 
 , Varberg, D., Purcell, E., Rigdon, S. (2006) 
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Daerah definisinya adalah himpunan bilangan riil positip 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar diatas menunjukkan arti geometri dari ln x , 

diagram ini mengukur luas dibawah kurva    
 

 
 , antara 1 dan x 

Jika x >1 dan nilai negatip dari luas ini jika 0 < x < 1, dan ln1 = 0 
4.2.1 Turunan Logaritma ASLI 

   ( )      
  

  
     

  ( )

  
, (dalam Joni Wilson Sitopu, 

dkk., (2023)). 

Jika                        
 

 
     

Dengan menggunakan aturan rantai, andaikan    ( )   , 
maka, jika f dapat didiferensialkan, maka diperoleh,  

        
 

 
      

Contoh . Tentukan      ( 
      ) 

Penyelesaian : 
Jika (       )   , maka  (       )  (  

 )(   ) positip bila x < -4 atau x > 1, sehingga daerah definisi 
fungsi ln(       ) adalah (-∽, -4) ⊔ (1, ∽) pada daerah ini 
berlaku : 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
Jika x > 1, ln x = luas R 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
Jika 0 < x < 1, ln x = - luas R 
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    ( 
      )   

 

(       )
  ( 

      )  

     ( 
      )   

    

(       )
   

Jika ∫
 

 
      | |        ,  maka, jika x  diganti 

dengan variabel u, maka diperoleh  

 ∫
 

 
      | |          

Ini melengkapkan rumus pengintegralan 

 ∫      
 

(   )
           

(Varberg, D., Purcell, E., Rigdon, S. (2006)) 
 
4.2.2 Pendiferensialan  Logaritma 

Menentukan turunan dari suatu fungsi yang melibatkan 
hasil bagi, hasil kali, dan pangkat eksponensial dapat 
disederhanakan dengan terlebih dahulu mengambil logaritma asli 
dari fungsi tersebut. Metode ini disebut diferensial logaritma.  

Contoh .  Tentukan 
  

  
 untuk      √

(   )

   
 

  x > 1  

Penyelesaian :  
Untuk mencari turunan tersebut, kita tulis y  sebagai berikut : 

      (
   

  
)
 

  
 

 
    (

   

  
) 

   
 

 
(  (   )      )  

   
 

 
(  (   )      )  

Sehingga,  
  

  
 

 

 
.

 

   
  

 

 
/   

    

      
  

 

4.3 Fungsi Invers Dan Turunannya 
Definisi : 
Invers ln disebut fungsi eksponen asli,  ditulis    , yaitu :  
               
Sehingga diperoleh : 



 

30 

1.    (   )        
2.    (    )                  

maka     dan ln  adalah fungsi-fungsi invers, grafik         
adalah grafik y = ln x  yang tercerminkan pada garis y = x.  
               
    (  )                   
           
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Definisi : 
Bilangan e  adalah bilangan riil positip yang bersifat 1ln e  
Jika 1ln e , maka  e1exp   

 Contoh  :  Tentukan      
       

Penyelesaian : 

     
              ( 

    ), diffrensial parsial 

     
            (   

 

 
       ) 

     
              (      )  

Dari      
      sehingga ∫           , jika x=u, diperoleh :  

 ∫             
Contoh 1. Tentukan ∫        
Penyelesaian : 
Andaikan       , sehingga          , 

Maka ∫         
 

 
∫     (    ) 

 ∫         
 

 
∫      (   )  

 

 

 

 
 ℓn
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 ∫        ∫  (  )        
                        

Contoh 2. Tentukan ∫      
   

Penyelesaian :  

 Andaikan 3xu  , sehingga  dxxdu 23  , 

 Maka  dxxedxex xx 2

3
12 3

33

 
  

  ceceduedxex xuux  


33

3
1

3
1

3
12  

 
4.3.1 Fungsi Invers 

Apabila fungsi       ditentukan melalui pasangan 
berurutan    *(   )            + sehingga invers dari fungsi 
             *(   )            +, (Lulut Alfaris., dkk, 2022). 

Jika  ( ) adalah suatu fungsi, maka 
 

 ( )
 atau  ( )  disebut fungsi 

invers dari  ( ). Fungsi invers ialah cerminan dari  ( )  terhadap 
garis     

Contoh  1: Tentukan rumus  ( )   apabila    ( )  
 

(   )
 

penyelesaian   :   
jika f memiliki invers, maka diperoleh satu nilai x  untuk tiap y , 

sehingga     ada. (misalnya untuk    ( )    , maka   

 √ , artinya     tidak ada dengan membatasi daerah asal x, 

sehingga diperoleh    ) 

Langkah 1.    
 

(   )
 (   )     

                   
  (   )    , 

                   
  

   
 

Langkah 2.   ( )   
  

   
 

Langkah 3.   ( )   
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4.3.2 Turunan Fungsi Invers 

( )  ( )  
 

 ( )
                               

  

  
 

 
  

  

  

Contoh 1 :  
        , tentukan     
Cara 1 :  
             

             (     )     .  
 

 
    /    (     )   

Cara 2     : (Pendiferensialan logaritma ) 
                
 

  
      

 

 
       

         (     )    (     )  
Contoh 2 :  

  (    )    , tentukan 
  

  
  

Gunakan pendiferensialan logaritma ; 
             (    ) 

 

 
 
  

  
 (    )

  

    
 (    )   (    ) 

  

  
 (    )    (

       

    
 (    )   (    ) 

Contoh 3  :   xxy sin2 1 

 , tentukan 

  

  
 

     xxx
dx

dy x cosln21 sin12 




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4.4 Fungsi Eksponen Natural  
     ( ) adalah fungsi eksponensial natural, yaitu 

invers dari logaritma natural.      ( )        . Bilangan 
basis fungsi ini, ditulis      ( ) sehingga ln e =1. Ekspansi 
desimal bilangan ini adalah e≈2,71828182845… Varberg, D., 
Purcell, E., Rigdon, S. (2006) 

Dengan demikaian  

∫
 

 
     

 

 
  

Sehingga   
1.    (   )            .  
2.   (   ( ))    

 
Untuk bilangan rasional r, bahwa       ( ) adalah 

sebuah fungsi eksponesial, maka 
       (    )      (    )      ( )  
dari definisi bilangan pangkat rasional, maka untuk x irrasional, 
dapat didefinisi fungsi eksponesial, yaitu ; 
       ( )  
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sehingga, 
1.                 .  
2.   (  )                 
 
Turunan dari  exp (x) 
Ambil     . Dengan  ln x dan exp (x) saling invers, maka x = ln y. 
x = ln y, kedua sisi didiferensialkan, maka diperoleh 

  
 

 
             

Teorema  
 

  
(  )       

sehingga diperoleh ; 
Teorema  
∫             
Contoh  
Tentukan turunan dari          

Misalkan u = 1 – 2x, maka    = -2 maka diperoleh bahwa  
             (  )            
contoh  
Tentukan turunan dari            

Penyelesaian : 

            (     )         (      
 

 
)        (     )   

 

4.5 Fungsi Eksponen Dan Logaritma Umum  
Dari definisi   untuk tiap bilangan real x, termasuk    , 

maka untuk     dapat digunakan hubungan       (   ). 

Definisi 
Jika     dan  x adalah bilangan real sebarang, maka  

          
sehingga,   (  )    (      )         
Dengan demikian dari definisi di atas dapat dikembangkan 

aturan,  
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  (  )    (      )       yang sebelumnya hanya 
berlaku untuk r rasional. 

 

4.6 Fungsi Invers Trigonometri  
Fungsi  dasar trigonometri (dalam Nasruddin, dkk., 2022) yaitu : 

1. sinus ( sin ) 
t
r  

2.  cosinus ( cos ) 
t
s  

3. tangen ( tan ) 
s
r  

4. cotangen (cot ) 
r
s  

5. sekan ( sec ) 
s
t  

6. cosekan ( csc ) 
r
t  

 
4.6.1 . Fungsi Invers 

      sering dituliskan sebagai arc sin dan       sebagai 
arc cos, arc sin berarti busur yang sinusnya adalah atau sudut yang 
sinusnya adalah. 
Definisi dari fungsi-fungsi invers sinus dan cosinus sebagai berikut : 

Definisi : 
 Invers dari sinus dan kosinus, terdapat 
domain dari fungsi-fungsi pada selang 
 

22
,   dan  ,0 , sehingga  

xyyx sinsin 1    dan 
22
  x  

xyyx coscos 1    dan  x0  

 
 
Definisi  

invers fungsi tangen, domain fungsi pada selang  
22

,  , sehingga 

xyyx tantan 1    dan 
22
  x  

  

 

 
  

arc  

 

( proyeksi ) 

(proyektum ) 

( proyektor 
) 
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Definisi  

invers fungsi secan, domain sekan pada himpunan     ,,0
22

 , 

sehingga xyyx secsec 1    dan  x0 , dengan 
2
x

 
 
4.6.2 Turunan Fungsi Trigonometri 

Adapun aturan rumus turunan yang digunakan dalam 
fungsi trigonometri adalah sebagai berikut 

             
  

  
      

             
  

  
        

              
  

  
       

                 
  

  
         

              
  

  
           

                 
  

  
            

 
2

''
'

v

uvvu
y

v

u
y


  

Bukti :                     
  

  
        

Penyelesaian : 

         .
    

    
/  

    (     )         

     
 

 

     
        qed. 

Fungsi-fungsi komposit, aturan diatas dapat kita rangkaikan 
dengan aturan rantai untuk memperoleh turunan fungsi u  yang 

lebih rumit misalnya, kalau  xfu   dapat didiferensialkan, maka  

uuDuD xx cossin   

Contoh .  
 x

x
y

cot1

sin 2


 , tentukan 

dx

dy
 

Penyelesaian  : 
     

 2

22

cot1

cot1sinsincot1

x

xxDxDx

dx

dy xx




  
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 

 2

22

cot1

cscsincossin2cot1

x

xxxxx

dx

dy







 

       
 2

2

cot1

1cos2cossin2

x

xxx

dx

dy






 
 
4.6.3 Invers Fungsi Trigonometri 

1.                    
     

 

√    
        

2.                    
     

  

√    
        

3.                    
     

 

      

4.                    
     

 

| |√    
 | |    

 

Bukti                     
     

 

√    
        

Penyelesaian :  

Misal xy 1sin  , maka  yx sin  

   yyDxcos1  

      xDx x

11 sinsincos1   

    xDx x

12 sin11   

         
2

1

1

1
sin

x
xDx


  

Hasil 2, 3 dan 4 diatas dapat dibuktikan dengan cara yang 
sama. Untuk (4) ada hal yang lain sedikit.  
Sebagai berikut :  
Andaikan         , maka 

   `      , digunakan 
  

  
 

                   
           (       )   (       )   (   

   ) 

       (  √    )  (   
   )  
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Untuk langkah terakhir kita gunakan kesaman (4), kita 
gunakan tanda positif untuk x > 1 dan tanda negatif untuk x < -1, 
sehingga 

        √      (   
   )  

      | |√      (   
   )  

Qed.  
Tiap rumus pendiferensialan menghasilkan rumus integral 

5.  
∫

 

√    
           

 

6.  ∫
 

    
            

7.  ∫
 

 √    
         | |    

Contoh : Hitunglah 

    
∫

  

√    
 

 

 
 

 
        Penelesaian : 

∫
  

√    
 

 
 

 

 ⌈      ⌉   

 
      

 

 
        

       
∫

  

√    
 

 

 
 

 
 

 
   

 

 
   

 

                  
 

4.7 Fungsi Hiperbolik  

Misalkan  ( )  (
      

 
) dan  ( )  (

      

 
). Periksalah 

bahwa kedua fungsi tersebut memenuhi hubungan  
 ( )   ( )    

Artinya, semua titik Q(t)=(x(t), y(t)) terletak pada hiperbola 
        , Maka kedua fungsi tersebut disebut fungsi 
hiperbolik. 
Definisi fungsi hiperbol ; 
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Dapat dilihat dalam trigonometri kesamaan dasar fungsi hiperbol 
              adalah                 

              (
          

 
)  (

          

 
)    

 
4.7.1 Turunan fungsi Hiperbol 
                     
                            
 
                     
                            
                        
                         
Bukti :  

                 .
      

 
/   

      

 
        

                 .
      

 
/   

      

 
        

Contoh  ; 
Tentukan         (    )  
Penyelesaian :  
Kita gunakan dua kali aturan rantai 
       (    )       (    )       (    )  
       (    )       (    )     (    )  (    )  
       (    )       (    )     (    )  
 
4.7.2 Fungsi Invers Hiperbolik 
Invers fungsi hiperbola ; 
                    
                                      
                     
                   dan x ≥0 
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Ambil ; 

       , untuk x ≥0, maka   
      

 
, x ≥0 

Dikalikan (x) dengan    , diperoleh 
                atau  (  )                 
Sehingga diperoleh 

   
   √(  )   

 
   √     

Kita tarik ke-logaritma asli-nya 

     (  √    )  
 
Syarat agar 0x , mengakibatkan bahwa kita harus 

memilih tanda positif, sehingga, 

               (  √    )  

             (  √    )  

             (  √    ), x  ≥ 1 

          
 

 
  

   

   
         

            (
  √    

 
)         

Tiap fungsi diatas dapat didiferensialkan 

       
     

 

√    
 

       
     

 

√    
      

       
     

 

√    
          

       
     

 

 √    
          

 
Contoh ; 

Buktikan bahwa        
     

 

√    
  

cara 1.   
Ambil            , maka         
Sama-sama dideffrensialkan terhadap x, maka 
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  (     )     
Jadi  

       (        )   
 

     
 

 

√        
 

 

√    
  

cara 2.  Gunakan bentuk logaritma            

  (    
    )       (  √    )  

  (    
    )  

 

  √    
   (  √    )  

  (    
    )  

 

  √    
(  

 

√    
)  

  (    
    )  

 

√    
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BAB 5  
PENDIFERENSIALAN IMPLISIT 
 
Oleh Novita Aswan 
 
5.1 Pendahuluan 

Diferensial dalam istilah lain kita sebut turunan merupakan 
salah satu bagian dari matematika yang wajib dipahami untuk 
dapat memahami matematika terapan. Dalam kalkulus, diferensial 
implisit merujuk pada teknik untuk menemukan turunan suatu 
fungsi yang tidak dinyatakan secara eksplisit. Ini terjadi ketika 
fungsi tersebut tidak dapat dipecahkan menjadi bentuk yang 
memungkinkan kita untuk langsung menghitung turunan secara 
eksplisit. 

Dalam diferensial implisit, kita biasanya menggunakan 
persamaan implisit yang menghubungkan variabel-variabel yang 
terlibat dalam fungsi yang ingin kita turunkan. Kemudian kita 
menggunakan aturan diferensiasi untuk mencari turunan fungsi 
tersebut dengan memperlakukan variabel yang tidak dinyatakan 
secara eksplisit sebagai fungsi dari variabel yang lain. 

Diferensial implisit sangat berguna dalam matematika dan 
fisika.  Ketika kita ingin menghitung gradien atau turunan dari 
suatu fungsi yang dinyatakan dalam bentuk persamaan implisit 
diferensial implisit berguna untuk menyelesaikannya. Teknik ini 
juga dapat digunakan dalam banyak masalah geometri dan 
optimasi. Pada prakteknya, diferensial implisit sering digunakan 
dalam pemodelan dan analisis sistem dinamis, seperti dalam 
mekanika kuantum, mekanika fluida, dan banyak lagi. Dengan 
menggunakan teknik ini, kita dapat menghitung turunan fungsi 
secara efisien dan akurat, bahkan ketika fungsi tersebut tidak 
dinyatakan secara eksplisit. 
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Salah satu contoh penerapan diferensial implisit adalah 
ketika kita ingin mencari turunan fungsi dalam kasus di mana 
variabel yang ingin kita turunkan tidak dinyatakan secara eksplisit 
dalam persamaan yang diberikan. Dalam situasi ini, kita dapat 
menggunakan aturan diferensiasi untuk mencari turunan tersebut. 
Pada bab ini, akan kita bahas tentang pendiferensialan implisit 
yang mencakup  dari fungsi implisit dan diferensial fungsi implisit 
serta contoh implementasi pendiferensialan implisit. 
 

5.2 Fungsi Implisit 
Dalam kalkulus, hanya dipelajari fungsi real yaitu fungsi 

dengan domain dan kodomain subhimpunan bilangan real. Konsep 
fungsi sendiri merupakan suatu konsep yang mendasar pada 
kalkulus dan berperan penting dalam kalkulus. Dalam buku dasar-
dasar kalkulus (Marsitin and Sesanti, 2013) fungsi didefenisikan 
sebagai berikut: 

“Suatu fungsi   adalah suatu aturan korespondensi yang 
menghubungkan tiap obyek   dalam suatu himpunan, yang disebut 
daerah asal (domain), dengan sebuah nilai tunggal  ( ) dari suatu 
himpunan kedua. Himpunan nilai yang diperleh secara demikian 
disebut daerah hasil (range) fungsi” 

Secara umum, fungsi memiliki bentuk persamaan yang 
sederhana atau eksplisit seperti          yang mana dapat 
kita ketahui dengan cepat nilai variabel x maupun y nya. 
Bagaimana jika persamaan fungsi tidak berbentuk eksplisit, dalam 
artian tidak dapat dengan mudah diketahui nilai x dan y nya. Fungsi 
berbentuk ini disebut fungsi implisit.  

Fungsi implisit adalah sebuah fungsi matematika yang 
dinyatakan dalam bentuk persamaan implisit, di mana variabel 
bebas tidak dinyatakan secara eksplisit. Dalam arti lain, variabel 
bebas terdapat pada kedua sisi persamaan. Oleh karena itu, fungsi 
implisit tidak dapat dinyatakan dalam bentuk yang memungkinkan 
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kita untuk langsung menghitung nilai fungsi tersebut (Azizah and 
Ariyanti, 2018). Berikut beberapa contoh fungsi implisit: 

          
(   )  (   )     
   (  )      (  )      

    

     
         

Oleh karena itu, Secara umum persamaan fungsi implisit 
dinyatakan dengan bentuk  (   )     dimana c adalah bilangan 
riil. 

Contoh sederhana fungsi implisit adalah persamaan 
lingkaran         . Persamaan ini menyatakan hubungan 
antara variabel x dan y dalam sebuah lingkaran dengan jari-jari r. 
Kita dapat memecahkan persamaan ini dengan mengubah menjadi 

bentuk fungsi eksplisit,  yaitu     √     . Namun, jika kita 
ingin mencari nilai x atau y pada titik tertentu di dalam lingkaran, 
kita harus menggunakan persamaan implisit tersebut. 

Dalam kalkulus, fungsi implisit sangat berguna ketika kita 
ingin menghitung turunan atau gradien dari sebuah fungsi yang 
dinyatakan dalam bentuk persamaan implisit. Teknik yang 
digunakan untuk menghitung turunan tersebut disebut diferensial 
implisit (Setyansah, 2018). Misalnya, jika kita memiliki persamaan 
implisit            , dan kita ingin mencari turunan y 
terhadap x, kita dapat mengambil turunan kedua persamaan 
tersebut terhadap x, yakni: 

       (
  

  
)       (

  

  
)    

Kemudian, kita dapat menyelesaikan untuk dy/dx, yang 
akan memberikan kita turunan y terhadap x pada setiap titik dalam 
fungsi. 

Fungsi implisit juga sering digunakan dalam pemodelan dan 
analisis sistem dinamis, seperti dalam mekanika kuantum dan 
mekanika fluida. Teknik diferensial implisit juga sangat berguna 
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dalam kalkulus vektor, di mana kita dapat menghitung turunan 
dari fungsi vektor yang dinyatakan dalam bentuk persamaan 
implisit. Dalam prakteknya, banyak masalah matematika dan ilmu 
pengetahuan yang melibatkan fungsi implisit, dan teknik 
diferensial implisit sangat penting untuk menyelesaikan masalah 
tersebut. Oleh karena itu, pemahaman tentang fungsi implisit dan 
diferensial implisit sangatlah penting bagi siapa saja yang ingin 
mempelajari kalkulus dan matematika secara lebih lanjut (Adriani, 
2020). 

 

5.3 Pendiferensialan Fungsi Implisit 
Diferensiasi fungsi implisit adalah teknik yang digunakan 

untuk menghitung turunan dari sebuah fungsi yang dinyatakan 
dalam bentuk persamaan implisit. Dalam fungsi implisit, variabel 
bebas tidak dinyatakan secara eksplisit, sehingga sulit untuk 
menghitung turunan secara langsung. Dengan menggunakan 
teknik diferensial fungsi implisit, kita dapat menghitung turunan 
tersebut secara efisien dan akurat (In’am, 2016) 

Secara teori, Misalkan sebuah fungsi dinyatakan dalam 
persamaan    ( ) maka fungsi ini selalu dapat dinyatakan 
dalam bentuk  (   )   , dimana  (   )     ( ) atau 
 (   )   ( )     Sebaliknya jika diberikan fungsi dalam bentuk 
 (   )    dengan y fungsi dari x diketahui, ternyata tidak selalu 
dapat dinyatakan dalam bentuk    ( ) (Irmayanti, 2021) 

Misalkan kita memiliki persamaan implisit F(x, y) = 0. Untuk 
mencari turunan y terhadap x pada titik tertentu (a, b), kita dapat 
mengambil turunan kedua persamaan tersebut terhadap x: 

 

  
( (   ))   

 

  
( ) 

Dalam turunan ini, kita harus memperlakukan variabel y 
sebagai fungsi dari x, sehingga: 

  

  
 

  

  
 (
  

  
)    
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Kemudian, kita dapat menyelesaikan untuk dy/dx, yang 
akan memberikan kita turunan y terhadap x pada setiap titik dalam 
fungsi. 

Proses ini dapat diterapkan pada fungsi implisit dengan 
lebih dari dua variabel. Misalkan kita memiliki persamaan implisit 
F(x, y, z) = 0. Dalam hal ini, untuk mencari turunan z terhadap x 
pada titik tertentu (a, b, c), kita dapat mengambil turunan kedua 
persamaan tersebut terhadap x: 

 

  
( (     ))   

 

  
( ) 

Dalam turunan ini, kita harus memperlakukan variabel y 
dan z sebagai fungsi dari x, sehingga: 

  

  
 

  

  
 (
  

  
)   

  

  
(
  

  
)    

Kemudian, kita dapat menyelesaikan untuk dz/dx, yang 
akan memberikan kita turunan z terhadap x pada setiap titik dalam 
fungsi. 

Diferensiasi fungsi implisit dilakukan pada kedua sisi fungsi 
dengan memandang 𝑦 sebagai fungsi dari 𝑥 dan juga tidak dapat 
dihindarkan bahwa digunakan pula aturan rantai dalam proses 
perhitungannya (Azizah and Ariyanti, 2018).  Untuk menurunkan 
fungsi implisit (diferensial fungsi implisit) aturan diferensial dasar 
(fungsi yang hanya terdiri dari satu variabel) tetap berlaku. Akan 
tetapi, notasi diferensial yang digunakan adalah notasi Leibniz 

seperti 
  

  
.  

 
Ada beberapa hal yang harus diperhatikan dalam proses 

pendiferensialan fungsi implisit, khususnya pada fungsi dengan 
dua variabel (In’am, 2016) yaitu: 
1. jika suku hanya memuat variabel   maka turunannya 

(diferensiasi) terhadap   berbentuk    
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2. Jika suku hanya memuat variabel   maka turunannya 

(diferensiasi) terhadap   berbentuk    
 

  
 
  

  
  

3. Jika suku memuat variabel         sekaligus, misalkan      
maka turunannya (diferensiasi) terhadap   berbentuk  

   
 

  
    

 

  
 
  

  
  

 
Secara umum, ada dua cara yang dapat dilakukan dalam 

pendiferensialan fungsi implisit (Setyansah, 2018)yaitu: 
1. Lakukan modifikasi pada fungsi implisit sehingga menjadi 

fungsi eksplisit yang kemudian dilakukan proses 
diferensialnya sebagaimana mendiferensialkan fungsi 
eksplisit sehingga diperoleh bentuk turunannya 

(diferensiasi) 
  

  
. 

2. Melakukan diferensial langsung yakni mendiferensialkan 
kedua ruas persamaan fungsi implisit (variabel x dan y) 
secara bergantian dan kemudian sederhanakan untuk 

memperoleh hasil yang diinginkan (bentuk  
  

  
). 

 
Adapun langkah-langkah yang perlu dilakukan dalam 

pendiferensial fungsi implisit  (WikiHow, 2023) adalah: 
A. Metode Pertama: Diferensilkan fungsi-fungsi sederhana 

dengan cepat dengan cara 
 Diferensialkan suku-suku x seperti biasa 

 Diferensialkan duku-suku y dan tambahkan 
  

  
 

disebelah masing-masing suku 
 Gunakan aturan hasil kali atau aturan hasil bagi untuk 

suku-suku yang memiliki x dan y. 
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B. Metode Kedua: Menggunakan Teknik-teknik Lanjut dengan 
cara 

 Memasukkan nilia (x,y) dalam mennetukan 
  

  
 untuk 

titik apapun 
 Gunakan aturan rantai untuk fungsi dalam fungsi 

 Untuk fungsi dengan variabel x, y dan z maka carilah 
  

  
 

dan 
  

  
 

 
Berdasarkan kedua metode tersebut diatas ada disebutkan 

teknik aturan rantai. Aturan rantai merupakan adalah satu teknik 
pendiferensialan yang banyak digunakan untuk menemukan solusi 
pada fungsi-fungsi yang berlipat (ada fungsi di dalam fungsi).  Pada 
dasarnya aturan rantai dapat dijadikan solusi untuk menyelesaikan 
persoalan diferensial pada fungsi dalam bentuk apapun termasuk 
bentuk fungsi implisit. Aturan rantai pada diferensial ditulis 
sebagai berikut (Setyansah, 2018): 

  

  
 

  

  
 
  

  
 

 
Dengan demikian dapat disimpulkan beberapa langkah-

langkah pendiferensialan fungsi implisit: 
1. Tentukan variabel bebas dan variabel terikat Sebelum 

memulai pendiferensialan fungsi implisit, tentukan terlebih 
dahulu variabel bebas dan variabel terikat yang terlibat 
dalam fungsi. 

2. Tulis persamaan fungsi implisit Tuliskan persamaan fungsi 
implisit yang akan difersensialkan. Pastikan persamaan 
tersebut hanya terdiri dari variabel bebas dan variabel 
terikat. 

3. Diferensialkan persamaan fungsi implisit Lakukan 
diferensial terhadap persamaan fungsi implisit dengan 
variabel bebas dan variabel terikat. Dalam melakukan 
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diferensial, gunakan aturan diferensial produk dan 
diferensial kalkulus lanjutan lainnya. 

4. Tentukan nilai turunan yang dicari Tentukan nilai turunan 
yang ingin dicari dari persamaan fungsi implisit. Misalnya, 
kita ingin menghitung turunan fungsi terhadap variabel 
tertentu pada titik tertentu. 

5. Selesaikan persamaan diferensial implisit Gunakan 
persamaan diferensial implisit untuk menyelesaikan 
turunan yang dicari. Jika perlu, lakukan manipulasi aljabar 
untuk mendapatkan nilai turunan yang tepat. 

6. Verifikasi hasil Pastikan hasil pendiferensialan yang 
didapatkan konsisten dengan persamaan fungsi implisit 
asli. Verifikasi hasil dengan memasukkan nilai variabel ke 
dalam persamaan awal dan hasil yang didapatkan. 

 
Dengan mengikuti langkah-langkah di atas, kita dapat 

menghitung turunan dari suatu fungsi implisit menggunakan 
diferensial implisit. Namun, perlu diingat bahwa proses 
pendiferensialan fungsi implisit dapat cukup rumit dan 
memerlukan pemahaman yang kuat tentang kalkulus. Oleh karena 
itu, disarankan untuk mempelajari kalkulus dengan baik sebelum 
mencoba menerapkan diferensial implisit dalam pendiferensialan 
fungsi implisit. 
 

5.4 Contoh Pendifferensialan Fungsi Implisit 
Berikut adalah beberapa contoh persamaan implisit dan 

penggunaan diferensial implisit untuk menghitung turunannya: 
1. Persamaan lingkaran. 

Persamaan lingkaran dalam koordinat kartesian dapat 
dinyatakan sebagai         , di mana r adalah jari-jari 
lingkaran. Untuk menghitung turunan y terhadap x, kita 
dapat mengambil turunan kedua persamaan ini terhadap x 
dan memperlakukan y sebagai fungsi dari x. Dengan 
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demikian, kita dapat menghitung turunan y terhadap x 
sebagai: 

  

  
   

 

 
 

2. Persamaan elips.  
Persamaan elips dalam koordinat kartesian dapat 

dinyatakan sebagai 
  

   
  

    , di mana a dan b adalah 

panjang sumbu utama dan sumbu kedua elips. Untuk 
menghitung turunan y terhadap x, kita dapat mengambil 
turunan kedua persamaan ini terhadap x dan 
memperlakukan y sebagai fungsi dari x. Dengan demikian, 
kita dapat menghitung turunan y terhadap x sebagai: 

  

  
 

    

   
 

3. Persamaan parabola. 
Persamaan parabola dalam koordinat kartesian dapat 
dinyatakan sebagai           . Untuk menghitung 
turunan y terhadap x, kita dapat mengambil turunan kedua 
persamaan ini terhadap x dan memperlakukan y sebagai 
fungsi dari x. Dengan demikian, kita dapat menghitung 
turunan y terhadap x sebagai: 

  

  
       

4. Persamaan lingkaran dalam koordinat polar. 
Persamaan lingkaran dalam koordinat polar dapat 
dinyatakan sebagai r = a, di mana r adalah jarak dari titik 
ke pusat lingkaran dan a adalah jari-jari lingkaran. Untuk 
menghitung turunan sudut theta terhadap r, kita dapat 
mengambil turunan kedua persamaan ini terhadap r dan 
memperlakukan theta sebagai fungsi dari r. Dengan 
demikian, kita dapat menghitung turunan sudut theta 
terhadap r sebagai:  
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5. Persamaan garis singgung.  
Persamaan garis singgung suatu kurva dalam koordinat 
kartesian dapat dinyatakan sebagai y - f(x) = f'(x)(x - x0), di 
mana f(x) adalah persamaan kurva, f'(x) adalah turunan 
pertama kurva, dan (x0, f(x0)) adalah titik pada kurva di 
mana garis singgung dihitung. Untuk menghitung turunan 
kedua kurva pada titik tersebut, kita dapat menggunakan 
diferensial implisit dengan mengambil turunan kedua 
persamaan garis singgung terhadap x. Dengan demikian, 
kita dapat menghitung turunan kedua kurva pada titik 
tersebut sebagai:  

   

   
   (  )     (  )

  

  
|     

 
6. Persamaan panas.  

Persamaan panas adalah persamaan diferensial parsial 
yang digunakan untuk memodelkan aliran panas pada 
suatu benda. Persamaan ini dapat dinyatakan dalam 
bentuk implisit, dan diferensial implisit dapat digunakan 
untuk menghitung turunan parsial suhu terhadap waktu 
dan koordinat. Sebagai contoh, persamaan panas pada satu 
dimensi dapat dinyatakan sebagai:  

  

  
  

   

   
 

dimana u adalah suhu, t adalah waktu, x adalah koordinat, 
dan k adalah konduktivitas termal. Untuk menghitung 
turunan parsial suhu terhadap waktu dan koordinat, kita 
dapat menggunakan diferensial implisit. 

7. Persamaan gerak  
Persamaan gerak suatu benda dalam satu dimensi dapat 

dinyatakan sebagai          
 

 
   di mana x adalah 
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posisi benda pada waktu t, x0 adalah posisi awal, v0 adalah 
kecepatan awal, a adalah percepatan, dan t adalah waktu. 
Untuk menghitung turunan percepatan terhadap waktu, 
kita dapat menggunakan diferensial implisit dengan 
memperlakukan x sebagai fungsi dari t. Dengan demikian, 
kita dapat menghitung turunan percepatan terhadap waktu 
sebagai: 

  
 .       

⁄ /

  
 

 
Dari contoh-contoh diferensial implisit di atas, dapat dilihat 

bahwa teknik ini sangat berguna dalam banyak aplikasi 
matematika dan ilmu pengetahuan, termasuk dalam geometri, 
fisika, dan rekayasa. Dengan menggunakan diferensial implisit, kita 
dapat menghitung turunan dari suatu fungsi implisit yang sulit atau 
bahkan tidak mungkin diselesaikan secara eksplisit. Teknik ini 
sangat berguna dalam banyak aplikasi matematika dan ilmu 
pengetahuan. Oleh karena itu, diferensial implisit menjadi bagian 
penting dari matematika modern dan tetap menjadi topik 
penelitian aktif di bidang matematika dan ilmu pengetahuan 
lainnya 

Sebagai bahan pemantapan lainnya tentang 
pendiferensialan fungsi implisit mari kita bahas beberapa contoh 
soal diferensial fungsi implisit berikut ini: 
Contoh 1: 

Tentukan 
  

  
  dari persamaan fungsi implisit   berikut: 

                   
Pembahasan 1: 
Diferensialkan setiap suku terhadap  . Maka akan diperoleh: 

 

  
(   )   

 

  
(   )  

 

  
( )  
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    (     
  

  
)    

   
  

  
      

  

  
 

    

   
 

  

  
  

  

  
 

Sehingga, hasil diferensial fungsi implisit y adalah: 
  

  
  

  

  
 

Contoh  2: 

Tentukan 
  

  
  dari persamaan fungsi implisit   berikut: 

    (     )    
Pembahasan 2: 

Masing-masing suku didiferensialkan terhadap variabel x .  
Selanjutnya, gunakan aturan hasil kali untuk menghitung turunan 
suku pertama dan aturan rantai untuk suku kedua. 

 

  
   

 

  
(     )  

 

  
  

( 
 

  
  )    (     ) 

 

  
 (     )    

 
 

  
      (     ) (   

  

  
)    

 
 

  
      (     )    (     ) 

  

  
   

(    (     ) )
  

  
  (     (     ) ) 

  

  
  

     (     ) 

    (     ) 
 

Sehingga, hasil diferensial dari fungsi implisit x adalah : 
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     (     ) 

    (     ) 
 

Contoh 3 
Carilah diferensial dari fungsi                
Pembahasan 3: 
Cara 1: 
Ubahlah bentuk fungsi implisit sehingga menjadi bentuk fungsi 
eksplisit: 

               
Menjadi 

  (     )        

  
    

     
 

Kemudian dengan menggunakan rumus turunan 
pembagian, kita peroleh turunan dari fungsi eksplisit di atas 
sebagai berikut: 

Misalkan        dan         maka turunan dari u 
dan v berturut -turut adalah        dan      . Maka akan 
diperoleh hasil diferensialnya sebagai  berikut: 

  

  
  

(     )(   )  ((    )(   ))

(     ) 
 

  

  
  

               

(     ) 
 

  

  
   

   

(     ) 
 

 
Cara 2: 
Diferensialkan kedua ruas persamaan yang diberikan, yaitu: 

  

  
(        )  

  

  
(     )  
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Untuk mencari turunan pada ruas kiri persamaannya, kita 
bisa memakai aturan perkalian, sedangkan untuk ruas kanannya 
bisa menggunakan rumus dasar turunan. Kita peroleh berikut ini: 

    
  

  
        

  

  
      

  

  
(     )             

  

  
 

         

     
 

Meskipun hasi diferensial pada cara 1 dan cara 2 
mendapatkan hasil yang berbeda, tetapi keduanya adalah sama. 
Sebagai bahan pembuktian dapat diikuti cara berikut ini. 

  

  
 

         

     
 

  

  
 

        (
    
     

)

     
 

  

  
 

    (
       

     
)

     
 

  

  
 

               

(     ) 
 

  

  
  

   

(     ) 
 

Maka kesimpulannya adalah cara1 atau cara 2 yang 
digunakan dalam menyelesaikan diferensial fungsi implisit akan 
memberikan hasil yang sama.  
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BAB 6 
PENDIFFERENSIALAN LOGARITMIK 
 
Oleh Devi Eka Wardani Meganingtyas 
 
6.1 Pendahuluan 

Dalam matematika, ketika suatu fungsi tidak dapat 
dinyatakan dalam bentuk kombinasi berhingga dari operasi aljabar 
penjumlahan, pengurangan, pembagian, atau perkalian yang 
dipangkatkan dan diekstrak akarnya, maka fungsi-fungsi tersebut 
dikatakan sebagai fungsi transendental. Beberapa contoh fungsi 
transendental dapat berupa log x, sin x, cos x, dll. Fungsi-fungsi 
yang bersifat non-aljabar ini hanya dapat dinyatakan dalam deret 
tak terhingga. 

Fungsi transendental adalah fungsi analitik yang tidak 
aljabar, dan oleh karenanya tidak memenuhi persamaan 
polinomial. Dengan kata lain, fungsi transendental tidak dapat 
dinyatakan dalam urutan terbatas dari operasi aljabar 
penjumlahan, pengurangan, perkalian, pembagian, pangkat, dan 
ekstraksi akar. Fungsi-fungsi seperti logaritma, fungsi trigonometri, 
dan fungsi eksponensial adalah beberapa contoh fungsi 
transendental. 

Dalam aljabar, fungsi transendental hanya dapat 
diekspresikan dalam bentuk barisan tak terhingga. Oleh karena itu, 
istilah transendental dapat diartikan sebagai non-aljabar. Fungsi 
transendental dapat didefinisikan sebagai fungsi yang bukan 
aljabar dan tidak dapat dinyatakan dalam urutan terbatas dari 
operasi aljabar seperti sin x. 

Contoh fungsi transendental yang biasa dikenal adalah 
fungsi eksponensial, fungsi logaritma, fungsi trigonometri, fungsi 
hiperbolik, dan invers dari semua fungsi tersebut. Namun 
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demikian, ada juga jenis fungsi transendental yang lain yang masih 
kurang dikenal, contohnya fungsi Gamma, Elliptic, dan Zeta. 

Pada bab ini, akan dibahas tentang dibahas tentang metode 
pendifferensialan logaritmik dengan menggunakan sifat-sifat 
logaritma. Penerapan metode ini dimaksudkan untuk 
mempermudah penyelesaian soal turunan fungsi yang lebih 
kompleks. 

 

6.2 Fungsi Logaritmik 
Fungsi  ( )  

 

 
 kontinu pada (   ). Dengan menggunakan 

teorema dasar kalkulus, fungsi   memiliki antiturunan pada 
interval dengan titik akhir   dan 1, dimana      Berdasarkan 
hasil pengamatan yang dilakukan pada fungsi  ( ), diperoleh 
definisi fungsi logaritma natural. 

Definisi. Fungsi logaritma natural (natural logarithm), yang 

disimbolkan dengan   ( ), merupakan suatu antiturunan dari 
 

 
 

yang dapat dituliskan sebagai berikut. 

  ( )  ∫
 

 

 

 

   

Beberapa sifat dari logaritma natural yang dapat digunakan 
untuk membantu penyederhanaan penyelesaian soal adalah 
sebagai berikut. 

a. 
 

  
    

 

 
 

b.   ( )    
c.   (  )          

d.   .
 

 
/          

e.           
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6.3 Differensiasi Logaritmik 
Proses menemukan turunan dari suatu fungsi disebut 

differensiasi dalam kalkulus. Turunan adalah laju perubahan suatu 
fungsi terhadap besaran lain. Hukum Kalkulus Diferensial 
diletakkan oleh Sir Isaac Newton. Prinsip limit dan turunan 
digunakan dalam banyak disiplin ilmu. Differensiasi dan integrasi 
membentuk konsep utama kalkulus. 

Differensiasi berarti tingkat perubahan satu kuantitas 
terhadap yang lain. Kecepatan dihitung sebagai laju perubahan 
jarak terhadap waktu. Kecepatan ini pada setiap saat tidak sama 
dengan rata-rata yang dihitung. Kecepatan sama dengan 
kemiringan, yang tidak lain adalah laju perubahan jarak sesaat 
selama periode waktu tertentu. 

Rasio perubahan kecil dalam satu besaran dengan 
perubahan kecil dalam besaran lain yang bergantung pada besaran 
pertama disebut differensiasi. Salah satu konsep penting dalam 
kalkulus terutama difokuskan pada differensiasi suatu fungsi. Nilai 
maksimum atau minimum suatu fungsi, kecepatan dan percepatan 
benda bergerak, dan garis singgung suatu kurva ditentukan oleh 
differensiasi. Jika y = f(x) yang dapat dibedakan, maka turunannya 
direpresentasikan sebagai f'(x) atau dy/dx. 

Metode differensiasi logaritmik adalah metode differensiasi 
yang menggunakan sifat dan turunan dari fungsi logaritma natural, 
sebagai upaya untuk mempersingkat langkah yang ditempuh 
dalam menentukan turunan dari fungsi yang melibatkan 
pembagian, perkalian, dan perpangkatan (Sari, 2018). 

Mengapa hal ini dilakukan? Simak perumpamaan berikut. 
Hari ini Fariski bangun dan lupa mengeluarkan ayam yang 

akan dimakan untuk makan malam dari freezer. Apa yang harus 
Fariski lakukan? Pemikiran umum yang logis untuk dilakukan 
adalah menenggelamkan bungkusan ayam ke dalam air agar lebih 
cepat mencair. Tapi tentu saja Fariski tidak makan ayam dengan air 
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untuk makan malam. Fariski hanya menggunakan air sebagai 
perantara agar makan malamnya tidak beku. 

Nah, sekarang kita coba misalkan ayam sebagai fungsi dan 
makan malam dimisalkan menjadi turunannya. Apa yang bisa 
menjadi air dalam kesulitan di atas? Perumpamaan di atas 
mengungkap bahwa metode differensiasi logaritmik digunakan 
untuk membuat differensiasi lebih mudah walaupun tidak nampak 
pada hasil akhirnya. 
6.3.1 Aturan Differensiasi Logaritmik 

Dalam mempelajari logaritma natural, ada beberapa sifat 
logaritma yang dapat kita gunakan. Hal ini dimaksudkan salah 
satunya untuk dapat menyederhanakan fungsi saat mencari 
turunan dari fungsi yang kompleks. Salah satu metode yang dapat 
digunakan adalah metode differensiasi logaritmik. 

Differensiasi logaritmik merupakan suatu metode yang 
digunakan untuk menemukan turunan dari logaritma fungsi 
daripada fungsi aslinya. Metode ini pada dasarnya dapat digunakan 
untuk mendifferensiasikan berbagai macam persamaan. Namun, 
tidak semua persamaan dapat diselesaikan secara efisien dengan 
menggunakan metode ini sehingga kita juga perlu menentukan 
metode apa yang efisien digunakan untuk menyelesaikan 
permalasahan turunan. 

Biasanya metode differensiasi logaritmik digunakan untuk 
keluarga fungsi-fungsi khusus yang tidak dapat dibedakan 
menggunakan aturan diferensiasi yang diketahui. Keluarga fungsi 
yang sangat erat terkait dengan differensiasi logaritmik adalah 
fungsi eksponensial yang dapat ditulis dalam bentuk      . Oleh 
karenanya, biasanya penyelesaian turunan fungsi eksponensial 
menggunakan metode differensiasi logaritmik. 

Mengapa secara umum metode differensiasi logaritmik 
dapat digunakan untuk berbagai persamaan? Berikut 
penjelasannya. 

Misalkan kita mempunyai persamaan    ( ). 
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Jika kita mendifferensialkan persamaan tersebut 
menggunakan metode differensiasi logaritmik, diperoleh: 

       ( ) 
 

  
(   )  

 

  
(   ( )) 

Dengan menggunakan turunan secara implisit diperoleh: 

    
 

 
.
  

  
/  

 

 ( )
(  ( )) 

    .
  

  
/  

 

 ( )
(  ( ))( ) 

Karena    ( ) maka: 

             
  

  
 

 

 ( )
(  ( ))( ( )) 

            
  

  
   ( ) 

Begitulah kira-kira bagaimana metode differensiasi 
logaritmik bekerja untuk menyelesaikan permasalahan turunan. 
Untuk langkah-langkah dalam menyelesaikan soal menggunakan 
metode differensiasi logaritmik akan dijelaskan pada subbab 
berikutnya.  

 
6.3.2 Langkah-langkah Differensiasi Logaritmik 

Berikut adalah langkah-langkah yang secara umum dapat 
digunakan untuk menyelesaikan persoalan turunan dengan 
menggunakan metode differensiasi logaritmik. 
1. Ubahlah persamaan yang ingin diselesaikan menjadi 

bentuk logaritma naturalnya. 
2. Gunakan sifat-sifat logaritma pada persamaan yang akan 

diselesaikan. Tujuannya adalah untuk dapat 
menyederhanakan fungsi. 

3. Gunakan aturan rantai, aturan pangkat, dan aturan turunan 
pada logaritma natural untuk dapat mendiferensialkan 
setiap fungsi. 

4. Kalikan hasilnya dengan fungsi aslinya sehingga akan 
diperoleh turunan dari fungsi aslinya. 
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Pada langkah-langkah metode differensiasi logaritmik 
diatas, langkah kedua merupakan langkah dimana kita dapat 
memanfaatkan differensiasi logaritmik. Oleh karenanya, 
pemahaman tentang sifat-sifat logaritma natural pada turunan 
harus dikuasai agar penyelesaian soal dapat dilakukan dengan 
benar. 

Agar lebih jelas untuk dipahami, berikut diberikan contoh 
penyelesaian permasalahan turunan menggunakan metode 
differensiasi logaritmik sesuai dengan langkah-langkah yang telah 
dijelaskan sebelumnya. 
Contoh 6.1: 
Tentukan turunan dari fungsi 

 ( )       
Penyelesaian: 

Sebelum menyelesaikan persoalan ini dengan metode 
differensiasi logaritmik, diharapkan kita dapat menggunakan 
Aturan Perkalian untuk mencari turunan dari fungsi yang akan 
diselesaikan. Berikut adalah langkah-langkah penyelesaian 
menggunakan metode differensiasi logaritmik. 
1. Ubahlah persamaan yang ingin diselesaikan menjadi 

bentuk logaritma naturalnya. 
Dari persamaan   ( )      , maka bentuk logaritma 
naturalnya adalah sebagai berikut. 

    ( )    (    )       ( 1 ) 
2. Gunakan sifat-sifat logaritma pada persamaan yang akan 

diselesaikan. Tujuannya adalah untuk dapat 
menyederhanakan fungsi. 
Kita dapat mengubah bentuk logaritma natural pada 
persamaan yang ada di langkah 1 menggunakan sifat-sifat 
logaritma. Seperti yang telah kita ketahui bahwa salah satu 
sifat logaritma natural yakni             , sehingga 
Persamaan (1) dapat diubah menjadi persamaan berikut. 

    ( )                  ( 2 ) 
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Selanjutnya, gunakan sifat logaritma yang lain, yakni 
          sehingga Persamaan (2) dapat diubah menjadi:  

    ( )                       ( 3 ) 
Karena       maka Persamaan (3) dapat diubah menjadi: 

    ( )                ( 4 ) 
3. Gunakan aturan rantai, aturan pangkat, dan aturan turunan 

pada logaritma natural untuk dapat mendiferensialkan 
setiap fungsi. 
Langkah selanjutnya adalah mendiferensialkan setiap 
fungsi menggunakan aturan rantai dan aturan turunan 
yang berlaku pada logaritma natural. Seperti yang telah 

diketahui bahwa 
 

  
    

 

 
 maka menggunakan aturan 

rantai, aturan pangkat, dan aturan turunan sehingga 
Persamaan (4) dapat diubah menjadi: 

.
 

 ( )
/ (  ( ))  

 

 
    

  
  ( )

 ( )
 

 

 
             ( 5 ) 

 
4. Kalikan hasilnya dengan fungsi aslinya sehingga akan 

diperoleh turunan dari fungsi aslinya. 
Langkah terakhir, pisahkan bagian turunannya dengan cara 
mengalikan kedua ruas Persamaan (5) dengan fungsi 
aslinya, yakni  ( )      , kemudian sederhanakan 
hasilnya. 

  ( )   ( ) (
 

 
  ) 

     (
 

 
  ) 

   (
   

 
   ) 
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     (      )            
( 6 ) 

Dengan demikian, diperoleh bahwa turunan dari fungsi 
 ( )       adalah   ( )    (      ) dengan 
menggunakan metode differensiasi logaritmik. 
 
6.3.3 Contoh Penyelesaian Pendifferensialan dengan Metode 

Differensiasi Logaritmik 
Berikut adalah beberapa contoh soal terkait turunan yang 

dapat diselesaikan menggunakan metode differensiasi logaritmik. 

1. Tentukan turunan dari fungsi  ( )  
√   

  
. 

Penyelesaian: 

 ( )  
√   

    

     ( )    .
√   

  /  

     ( )    (√   )       

    ( )  
 

 
  (   )        

   
  ( )

 ( )
 

 

 
.

 

   
/   .

 

 
/  

  ( )

 ( )
 

 

 (   )
 

 

 
  

 
  ( )

 ( )
 

     

  (   )
  

                 ( )  
     

  (   )
( ( ))  

                 ( )  
     

  (   )
.
√   

  /  

                 ( )  
     

   √   
  

 

Jadi, nilai turunan dari fungsi  ( )  
√   

   adalah  
     

   √   
. 
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2. Tentukan turunan dari fungsi  ( )  (     )(    
 )(          ). 
Penyelesaian: 

                       ( )  (     )(     )(          )  

     ( )    ((     )(     )(          ))  

                       ( )    (     )    (     )    (        
  ) 

                       
  ( )

 ( )
 

   

     
 

   

     
 

       

          
  

        ( )  .
   

     
 

   

     
 

       

          
/ ( ( ))  

        ( )  .
   

     
 

   

     
 

       

          
/ ((     )(    

 )(          ))  

Jadi, turunan dari fungsi  ( ) yang dimaksud adalah  

.
   

     
 

   

     
 

       

          
/ ((     )(     )(    

      )) . 

Bentuk di atas mungkin masih terlihat tidak terlalu 
sederhana, namun kita dapat menyelesaikan permasalahan 
pada soal nomor 2 tanpa menghabiskan banyak waktu 
untuk melakuka perhitungan. Itulah mengapa pada kondisi-
kondisi tertentu metode differensiasi logaritmik ini dapat 
dipilih untuk menyelesaikan masalah turunan dengan lebih 
mudah dibanding metode lainnya. 
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(𝑥 𝑦) 

 

𝑓(𝑥 𝑦) 

BAB 7 
DIFFERENSIAL FUNGSI DENGAN 2 
VARIABEL BEBAS ATAU LEBIH 
 
Oleh Leny Dhianti Haeruman 
 
7.1 Pendahuluan 
7.1.1 Fungsi dengan Dua Variabel Bebas atau Lebih 

Fungsi dengan dua varibel bebas disebut juga fungsi dua 
peubah. Fungsi dua variabel adalah suatu fungsi dari dua peubah   
dan   yang mempunyai suatu aturan yang memetakan (   ) di 
dalam suatu himpunan   (domain) dengan suatu nilai tunggal   
yang dapat dinyatakan dengan  (   ) dalam daerah R (Range) 
atau disebut daerah hasil. (Stewart, 2012) 

 
 
  

Daerah asal fungsi dua peubah 
 (   ) adalah himpunan 
bilangan real (   ) sedemikian 
sehingga    (   ) 
terdefinisi.   dan   merupakan 
peubah bebas, sedangkan   
merupakan variabel terikat. 
(Varbeg, Purcell, & Rigdon, 
2011) 

 
 
 
 

 



 

70 

Contoh fungsi dua peubah 
1.  (   )         

2.  (   )  
  

       

Untuk lebih memahami tentang fungsi dua peubah beserta 
grafiknya, perhatikan contoh berikut ini. 
Contoh 1 
Gambarkan grafik fungsi 
 (   )          
Penyelesaian 
Fungsi  (   )          
mempunyai grafik berbentuk 
parabola 

            
Demikian pula fungsi dengan tiga variabel bebas atau 

disebut fungsi tiga peubah. Daerah asal fungsi tiga peubah  
 (     ) adalah himpunan bilangan real (     ) sedemikian 
sehingga    (     ) terdefinisi, dimana     dan   merupakan 
peubah bebas, sedangkan   merupakan variabel terikat.  
Contoh fungsi tiga peubah 

 (     )                
 

 (     )  
(                 )

 
 ⁄

   
   

   

7.2 Differensial Fungsi Dua Peubah 
Anggap   merupakan fungsi dua variabel   dan  . Jika 

     dianggap variabel tetap atau konstan,  maka  (    ) 
merupakan fungsi satu peubah dengan peubah  . Anggap 
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 ( )     (    )  maka turunannya pada        disebut turunan 
parsial   di (     ) dan dituliskan dengan    (     ). Maka: 
 
  (     )  =   (  )   dengan  ( )     (    )  (1) 
 
Berdasarkan definisi turunan, maka didapat: 
 

g’(x0)=       
 (    )  (  )

 
     (2) 

 
Substitusi persamaan (2) ke persamaan (1) 

  (     )        
 (          )  (        )

 
    (3) 

 
Turunan parsial   di titik (     ) dan dituliskan dengan    (     ), 

dengan menganggap variabel   konstan, maka 
 

  (     )        
 (        )  (        )

 
   

 (4) 
 

Jika   merupakan fungsi dua variabel, maka turunan parsial 
dari fungsi    dan    adalah 

 

  (     )     
   

 (       )   (     )

 
 

 

  (     )     
   

 (        )   (     )

 
  

 
Notasi turunan parsial dapat dituliskan sebagai berikut 

(Varbeg, Purcell, & Rigdon, 2011). 
jika    (   ), maka 
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  (   )  
  

  
 

 

  
 (   ) 

 

  (     )   
  

  
|
(     )

 

 

  (   )  
  

  

 
 

  
 (   ) 

 

  (     )   
  

  
|
(     )

 

 

 
Contoh 2 

Tentukan turunan dari  (   )  √(     )  
Penyelesaian 

 (   )  (     )
 

 ⁄  
Turunkan fungsi  (   ) terhadap   dengan menggunakan aturan 
rantai 

   
 

 
(     )

 
 ⁄  ( ) 

    (     )
 

 ⁄  

    √      
Dengan cara yang sama, kita dapat menurunkan fungsi 

 (   ) terhadap   

   
 

 
(     )

 
 ⁄  (  ) 

      (     )
 

 ⁄  

      √      

Jadi turunannya adalah     √      dan  

      √      
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Contoh 3 

Diketahui                , tentukan 
  

  
 dan 

  

  
 

Penyelesaian 
Untuk menyelesaikan soal di atas, kita dapat menurunkan 

secara implisit. 

 
  

  
 merupakan turunan implisit terhadap   

       
  

  
         

  

  
   

     

  
     

  

  
          

  

  
(       )           

  

  
 

        

(       )
 

  

  
 merupakan turunan implisit terhadap   

       
  

  
        

  

  
   

  

  
(       )           

  

  
 

        

(       )
 

 

Jadi    
  

  
 

        

(       )
   dan   

  

  
 

        

(       )
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7.3 Differensial Fungsi Tiga Peubah 
Turunan parsial fungsi tiga variabel didefinisikan sebagai berikut. 
 

  (         )     
   

 (           )   (            )

 
 

 
Untuk mencari    dilakukan dengan mencari turunan terhadap   
dan menganggap variabel   dan   konstan. 
 
Contoh 4 
Diketahui  (     )               . Tentukan   (     ) 
dan   (     ) 

Penyelesaian 
  (     ) merupakam turunan fungsi  (     ) terhadap variabel 
  

  (     )         
 
  (     ) merupakan turunan fungsi  (     ) terhadap variabel 

  
  (     )              

                                      (     )   ( )  ( )( )   ( )( )  

        (     )    

Jadi      (     )               dan        (     )    

 
Contoh 5 
Diketahui       , tentukan        dan    

Penyelesaian 
           
           

   
   

 
 

 



 

75 

7.4 Turunan Parsial Tingkat Tinggi 
Jika   merupakan fungsi dua peubah, lalu    dan    juga 

merupakan fungsi dua peubah, maka              dan      disebut 

turunan parsial kedua dari  . Jika    (   ), maka dapat ditulis: 

    
 

  
(
  

  
)  

   

   
 

   

   
 

    
 

  
(
  

  
)  

   

     
 

   

     
 

    
 

  
(
  

  
)  

   

     
 

   

     
 

    
 

  
(
  

  
)  

   

   
 

   

   
 

 
Contoh 6 
Tentukan turunan parsial kedua dari  (   )       
Penyelesaian 

Sebelum mencari turunan kedua, terlebih dahulu kita 

mencari turunan pertama fungsi  (   ), yaitu 
  

  
 dan 

  

  
 

  

  
   (   )       

  

  
   (   )        

Setelah itu kita bisa mendapat turunan parsial kedua fungsi  (   ) 
dengan menurunkan    dan    masing-masing terhadap   dan  . 

 

    
 

  
.
  

  
/  

 

  
(    )       

    
 

  
(
  

  
)  

 

  
(    )       

    
 

  
(
  

  
)  

 

  
(     )       
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(
  

  
)  

 

  
(     )         

 
Berdasarkan penyelesaian di atas maka dapat 

disimpulkan bahwa         

 
Contoh 7 
Tentukan turunan parsial kedua dari  (     )         
    
Penyelesaian 

  

  
   (     )       

  

  
   (     )       

  

  
   (     )        

 

    
 

  
(
  

  
)  

 

  
(    )    

    

 

  
(
  

  
)  

 

  
(    )    

    
 

  
(
  

  
)  

 

  
(    )    

 

    
 

  
(
  

  
)  

 

  
(    )    

    

 

  
(
  

  
)  

 

  
(    )    

    
 

  
(
  

  
)  

 

  
(    )    

    
 

  
(
  

  
)  

 

  
(     )    

    

 

  
(
  

  
)  

 

  
(     )    
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(
  

  
)  

 

  
(     )    

 
Contoh 8 
Hitunglah       jika  (     )     (     ) 

Penyelesaian 
       (     ) 
         (     ) 
           (     ) 

           (     )        (     ) 

 
Latihan 

1. Tentukan turunan parsial pertama dari fungsi dibawah 
ini. 
a.  (   )             
b.  (   )            
c.  (   )    (       ) 

d.  (   )         .
 

 
/ 

e.  (   )           
 

2. Jika  (   )  
     

   
, tentukan   (    ) dan   (   ) 

 
3. Jika  (     )                , tentukan: 

a.   (     ) 
b.   (     ) 

c.   (      ) 
d.   (      ) 

 
  



 

78 

4. Diketahui                , tentukan: 

a. 
  

  
 

b. 
  

  
 

 
5. Jika  (   )             , tentukan: 

a. 
   

     
 

b. 
   

   
 

c. 
   

   
 

6. Jika  (   )          , buktikan bahwa 
   

     
 

   

     
 

 
7. Jika  (     )           , tentukan: 

a.      

b.      

c.      

d.      

8. Jika          , buktikan bahwa         
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BAB 8 
HARGA EKSTRIM FUNGSI 
 
Oleh Wilminche M. D. E. L. Kelen 
 
8.1 Pendahuluan 

Harga ekstrim fungsi adalah harga atau nilai yang berkaitan 
dengan maksimum atau minimum fungsi tersebut. Ada dua jenis 
nilai ekstrim yaitu nilai ekstrim mutlak  dan nilai ekstrim relatif.  
 

8.2 Nilai Ekstrim Mutlak 
Nilai ekstrim mutlak didefinisikan sebagai berikut: 

Misalnya I adalah selang tertutup yang merupakan daerah 
asal dari   dan di dalamnya terdapat  ,  

1)  ( ) disebut nilai maksimum mutlak   jika  ( )   ( ) 
untuk semua   pada  .  

2)  ( ) disebut nilai minimum mutlak   jika  ( )   ( ) 
untuk semua   pada  .  

3)  ( ) disebut nilai ekstrim mutlak dari  , baik maksimum 
maupun minimum mutlak. 

4) Fungsi   yang akan dicari nilai ekstrimnya disebut fungsi 
objektif. 

 
Titik-titik yang berpeluang menghasilkan nilai ekstrim 

disebut titik kritis. Yang termasuk titik-titik kritis adalah: 
1) Titik ujung selang tertutup   
2) Titik stasioner dari   yakni titik  , di mana  ( )    , atau 
3) Titik singular dari   di mana  ( ) tidak terdefinisi. 
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Contoh 1 
Sebuah fungsi didefinisikan pada selang ,    - sebagai berikut 
 ( )          .  Carilah nilai ekstrim fungsi tersebut! 
Penyelesaian 
Titik-titik kritis fungsi di atas sebagai berikut: 
(1) titik ujung selang, yaki      dan     
(2) titik stasioner, 

             
 (   )(   )    

 
Sehingga diperoleh      (berada di luar selang ,    -  
berarti tidak memenuhi) dan    , atau  

(3)  titik singular (tetapi fungsi ini tidak memiliki titik 
singular). 

 
Dengan demikian titik kritis fungsi di atas adalah          

dan  . Nilai ekstrimnya  dicari dengan memasukkan titik-titik kritis 
di atas pada fungsi objektif sebagai berikut.  

 (  )        (  )        
 ( )       ( )         

 ( )       ( )        
Maka, nilai maksimum mutlaknya adalah     sedangkan 

nilai minimum mutlaknya adalah     .  
 
Contoh 2 

Carilah nilai maksimum dan minimum dari  ( )  √   
 pada 

,    -! 
Penyelesaian 
Titik-titik kritis fungsi di atas sebagai berikut. 

(1) titik ujung selang, yakni      dan     

(2) titik stasioner,   ( )   . Akan tetapi   ( )  
 

 √ 
  tidak 

pernah nol.  
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(3) titik singular,   ( ) tidak terdefinisi pada     
dengan demikian, titik-titik kritisnya adalah       dan  .  
Selanjutnya,  

 (  )  √    
   

 ( )  √   
   

 ( )  √   
      

Maka, niai maksimum mutlaknya adalah     sedangkan 
nilai minimum mutlaknya adalah  .  
 

8.3 Kemonotonan, Kecekungan, dan Titik Belok 
8.3.1 Kemonotonan Fungsi dan Uji Turunan Pertama 

Perhatikan gambar yang ditunjukkan oleh Gambar 8.3 . jika 
kita bergerak dari titik   ke titik   pada kurva, nilai  ( ) 
bertambah besar dikatakan bahwa fungi tersebut monoton naik. 
Demikian sebaliknya, jika bergerak dari   ke   jika nilai  ( ) 
bertambah kecil, dikatakan fungsi tersebut monoton turun. 
Kemonotonan fungsi didefinisikan sebagai berikut. 

Misalnya   didefinisikan pada selang   (terbuka, tertutup, 
atau keduanya), 
(1)   monoton naik pada    jika, untuk setiap pasangan 

bilangan    dan    dalam          maka  (  )     (  ) 
(2)   monoton turun pada    jika, untuk setiap pasangan 

bilangan    dan    dalam  ,        maka  (  )   
  (  ). 

 
Kemonotonan dapat dicari dengan menguji turunan 

pertama sebagai berikut. 
(1) Jika   ( )    untuk semua   dalam     monoton naik 

pada   
(2) Jika   ( )    untuk semua   dalam     monoton turun 

pada   
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Contoh 1 
Jika  ( )      , cari di mana   monoton naik dan monoton 
turun! 
Penyelesaian 

Uji turunan pertama   ( )     . Ini menunjukkan 
turunan pertama selalu positif untuk setiap  . Jadi,   monoton naik 
pada (    ) dan f tidak pernah turun.  
 
Contoh 2 
Jika   ( )             , cari di mana   monoton naik dan 
monoton turun! 
Penyelesaian 

Turunan pertama   ( )            .  Untuk 
mengetahui selang di mana   ( )    (positif) dan   ( )    
(negatif),  cari terlebih dahulu titik pemisah selang dengan 
mengambil   ( )    maka 

  ( )               
 (       )    
 (   )(   )    

Sehingga diperoleh titik pemisah selang yakni     
dan    . Titik-titik ini membagi garis bilangan menjadi tiga 
selang yaitu (    ), (   ), dan (   ). Nilai   ( ) dicari dengan 
memasukkan salah satu titik pada tiap selang. Misalnya untuk 
kasus ini selang (    ) kita pilih titik     maka diperoleh 
  ( )       maka selang tersebut bernilai positif. Untuk selang 
kedua (   ) misalnya kita pilih titik x=1,5 maka diperoleh 
  ( )         maka selang tersebut bernilai negatif. Untuk 
selang ketiga (   ), misalnya kita pilih titik x=3 maka diperoleh 
  ( )       maka selang tersebut bernilai positif.  
   
 
 

 + + + + 
+ 

_ _ _ _ 
_  

+ + + + 
+ 1 2 
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Jadi,   monoton naik pada (    ) dan (   ) dan monoton 
turun pada (   ).  
 
8.3.2 Kecekungan Fungsi dan Uji turunan Kedua 

Misalnya   terdiferensialkan pada selang terbuka  , 
  cekung ke atas pada   jika    monoton naik pada  , dan   cekung 
ke bawah pada   jika    monoton turun pada     

Kecekungan fungsi dapat dicari dengan menguji turunan 
kedua pada   sebagai berikut. 

(1) jika    ( )    untuk semua   dalam  ,   cekung ke atas 
dalam   

(2) jika    ( )    untuk semua   dalam  ,   cekung ke 
bawah dalam   

 
Contoh 1 
Jika  ( )          , cari di mana   cekung ke atas dan 
cekung ke bawah! 
Penyelesaian  

  ( )           
   ( )             

                (   )    
Berarti,     dan      . Kemudian kita lakukan uji pada titik    
,   dan   sehingga diperoleh     seperti pada gambar di bawah. 
                       
                 + + + + +       - - - - - - - - -        + + + + + + 
 
 

Jadi   cekung ke atas pada (    - dan ,   ) sedangkan 
  cekung ke bawah pada ,   -. 
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8.3.3 Titik Belok 
Misalkan   kontinu di titik  , maka titik (   ( )) disebut 

titik belok grafik   jika   cekung ke atas pada satu sisi dan   cekung 
ke bawah pada sisi lainnya. Kemungkinan titik belok terjadi di   di 
mana    ( )    atau    ( ) tidak terdefinisi. 
Contoh 1 

Cari semua titik belok dari  ( )  √ 
 

  ! 
Penyelesaian 

   ( )  
 

 √    

    ( )   
 

 √    

Turunan ke dua tidak pernah nol dan tidak terdefinisi pada 
    sehingga     merupakan titik pemisah selang. Hasil uji 
nlai turunan ke dua dapat dilihat pada gambar berikut. 
 
 
 
Hasil uji turunan ke dua menunjukkan bahwa: 

1) untuk      maka       sehingga   cekung ke atas 
2) untuk     maka       sehingga f cekung ke bawah 

 
Koordinat titik beloknya ditentukan dengan cara, untuk 

    maka  ( )  √ 
 

    . Jadi, titik (   ) merupakan titik 
belok. 

 

8.4 Nilai Ekstrim Relatif 
Misalnya   adalah daerah asal   yang di dalamnya terdapat   maka, 
1)  ( ) disebut nilai maksimum relatif (relatif) jika terdapat 

selang (   ) yang di dalamnya terdapat    sedemikian rupa 
sehingga  ( ) adalah nilai maksimum   pada (   )       

2)  ( ) disebut nilai minimum relatif (relatif) jika terdapat 
selang (   ) yang di dalamnya ada   sedemikian rupa 
sehingga  ( ) adalah nilai minimum   pada (   )       

  

+ + + +  - - - - 
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3)  ( ) disebut nilai ekstrim relatif (relatif) jika ia berupa 
nilai maksimum relatif atau nilai minimum relatif. 

 
Nilai ekstrim dapat terjadi pada titi-titik kritis (titik ujung, 

itik stasioner, titik singular).  
 

8.4.1 Uji Turunan Pertama untuk Ekstrim Relatif 
Misalnya   kontinu pada selang terbuka (   ) yang di 

dalamnya terdapat  .  
1) Jika   monoton naik *  ( )   + untuk semua   dalam 

(   ) dan monoton turun  *  ( )   + untuk semua   
dalam  (   ),  ( ) adalah nilai maksimum relatif     

2) Jika   monoton turun *  ( )   + untuk semua   dalam 
(   ) dan monoton naik  *  ( )   + untuk semua   dalam  
(   )  ( ) adalah nilai minimum relatif  .  

3) Jika  ( ) bertanda sama pada     dan      ( ) bukan 
nilai ekstrim relatif     

 
Contoh 1 
Cari nilai ekstrim relatif dari fungsi  ( )           pada 
(    )! 
Penyelesaian 
Turunan pertama   ( )          

      
Sehingga diperoleh     (memenuhi karena berada dalam 

selang (    ) 
Nilai    
 
 

  monoton turun pada (    ), maka sesuai dengan uji 
turunan pertama   ( )       ( )        adalah nilai 
minimum relatif. 
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8.4.2 Uji Turunan Kedua untuk Ekstrim Relatif  
Misalnya   kontinu pada selang terbuka (   )  yang di 

dalamnya terdapat   sedemikian rupa sehingga  ( )   .  
1) Jika    ( )   ,  ( ) merupakan nilai minimum relatif 
2) Jika    ( )   ,  ( ) merupakan nilai maksimum relatif 
3) Jika    ( )   ,  ( ) merupakan titik belok 

 
Contoh 2 
Tentukan nilai ekstrim relatif dari  ( )         ! 
Penyelesaian 

  ( )        
   ( )     

 
                         - - - - - -     + + + + + + 
 

1)    (  )   (  )       sehingga  (  ) merupakan 
nilai minimum relatif karena berada dalam selang 
terbuka (    ) sedangkan 

2)     ( )   ( )      sehingga  ( ) merupakan nilai 
maksimum relatif karena berada dalam selang terbuka 
(    ).  

 )    ( )   ( )    sehingga  ( ) merupakan titik belok. 
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BAB 9 
APLIKASI DIFERENSIASI 
 
Oleh Erwin Randjawali 
 

9.1 Pendahuluan 
Turunan merupakan salah satu materi dalam Matematika 

yang banyak diterapkan dalam bidang ilmu lainnya, seperti fisika, 
ekonomi, biologi, kimia, dan lain-lain. Sebagai contoh, (1) konsep 
kecepatan sesaat dalam fisika; (2) konsep untuk menentukan 
keuntungan maksimal di bidang ekonomi; (3) laju pertumbuhan 
tanaman di bidang biologi; dan (4) laju pemisahan di bidang kimia. 
Beberapa contoh soal yang terdapat dalam sub bab ini terinspirasi 
dari buku-buku yang terdapat pada bagian referensi (Giancoli, 
2014; Stewart, 2001). 

 

9.2 Nilai Minimum dan Nilai Maksimum 
Dalam kehidupan sehari-hari kita sering kali perlu 

menentukan langkah yang paling tepat untuk melaksanakan suatu 
hal. Misalnya, bagi seorang pengusaha makanan kaleng, 
dibutuhkan ukuran kaleng yang dapat mengecilkan biaya produksi. 
Contoh lainnya adalah seorang tenaga kesehatan yang berupaya 
untuk meresepkan dosis obat paling kecil agar dapat 
menyembuhkan  penyakit yang diderita pasien. Demikian halnya 
dengan seorang petani yang  berupaya untuk menentukan 
perpaduan jenis tanaman agar memperoleh keuntungan dari hasil 
bertani secara maksimal (Stewart, 2001; Varberg, Purcell, & 
Rigdon, 2010). Masalah-masalah tersebut dapat diselesaikan 
dengan menggunakan konsep nilai maksimum maupun nilai 
minimum dari sebuah fungsi. 
Definisi 
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Misalkan   adalah sebuah daerah asal dari sebuah fungsi  , 
dan pada daerah asal tersebut terdapat sebuah titik  , maka dapat 
dikatakan (Varberg et al., 2010): 
(i). Fungsi   bernilai maksimum global di titik   pada D, jika 

 ( )   ( ) untuk seluruh nilai   di  . 
(ii). Fungsi   bernilai minimum global di titik   pada D, jika 

 ( )   ( ) untuk seluruh nilai   di  . 
(iii). Nilai  ( ) disebut sebagai nilai ekstrim jika nilai 

tersebut merupakan nilai minimum atau nilai 
maksimum. 

 
Gambar 9.1. Nilai maksimum dan nilai minimum ((Stewart, 2001) 
 

Berdasarkan definisi di atas, maka dari Gambar 9.1 terlihat 
bahwa grafik fungsi   memiliki nilai maksimum global di titik 
(   ( )). Titik (   ( )) merupakan titik yang paling tinggi 
dibandingkan dengan keempat titik lainnya pada grafik. Grafik 
tersebut bernilai minimum global di titik (   ( )). Titik (   ( )) 
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merupakan titik paling rendah dibandingkan titik-titik lainnya 
pada grafik tersebut. 
  
Definisi 

Nilai maksimum relatif dari fungsi   berada di   jika 
 ( )   ( ) ketika   dekat  . Oleh karena itu,  ( )   ( ) untuk 
semua   yang di dalamnya terdapat   pada sebuah interval 
terbuka. Demikian halnya, nilai minimum relatif fungsi   berada di 
  jika  ( )   ( ) ketika   dekat   (Stewart, 2001). 
 

Berdasarkan definisi di atas, jika nilai   yang dipilih pada 
Gambar 9.1 dibatasi pada interval      , maka titik 
maksimum berada di (   ( )). Oleh karena itu,  ( ) merupakan 
nilai maksimum relatif dari fungsi  . Sedangkan apabila nilai   yang 
dipilih berada pada interval      , maka titik minimum berada 
di (   ( )). Dengan demikian,  ( ) adalah titik minimum relatif 
dari fungsi  . 
 
Contoh 1 

Tentukan nilai minimum dan nilai maksimum dari 
 ( )      pada interval (   ), seperti pada Gambar 9.2. 
Jawab 

Fungsi  ( )      tidak memiliki nilai maksimum pada 
interval terbuka tersebut. Oleh karena itu, tidak terdapat titik yang 
paling tinggi pada fungsi tersebut. Fungsi ini memiliki nilai 
minimum relatif  ( ), baik pada interval (    ) maupun (   ). 
Dengan kata lain, titik (   ) adalah titik minimum global dari fungsi 
 ( )     .  ( )   ( ) untuk semua nilai   pada interval 
(    ). 



 

94 

 
Gambar 9.2. Grafik fungsi  ( )      

 
Contoh 2 

Tentukan nilai minimum dan nilai maksimum dari 

 ( )     
    

 
     pada interval ,    -, seperti pada 

Gambar 9.3 (Varberg et al., 2010). 
Jawab 

Fungsi  ( )     
    

 
     bernilai maksimum relatif 

 (  )   
  

 
, dan bernilai maksimum global  ( )  

  

 
. 

Sedangkan minimum global adalah  (  )     , dan nilai 

minimum relatif adalah  (  )     dan  ( )  
  

 
. 
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Gambar 9.3. Grafik fungsi  ( )     
    

 
     

 

9.3 Kemonotonan Fungsi 
Salah satu konsep yang perlu dikuasai dalam sub bab ini 

adalah terkait cara menentukan bilamana fungsi menaik atau 
menurun. Adapun definisi fungsi turun dan fungsi naik adalah 
sebagai berikut. 
Definisi 

Andaikan fungsi  dapat didefinisikan pada sebuah selang  , 
dimana   dapat berupa selang tertutup, selang terbuka, maupun 
tidak keduanya, maka: 

(i). Jika untuk masing-masing bilangan    dan    yang 
terdapat pada selang   dengan      , sehingga 
 (  )   (  ), maka fungsi   menaik. 

(ii). Jika untuk masing-masing bilangan    dan    yang 
terdapat pada selang   dengan      , sehingga 
 (  )   (  ), maka fungsi   menurun. 

(iii). Jika pada selang   fungsi   menaik, maka fungsi   
dikatakan monoton murni. Hal demikian pun berlaku 
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apabila pada selang   fungsi   menurun, maka   juga 
dikatakan monoton murni. 

 
Gambar 9.4.   naik dan   turun 

 
Gambar 9.5 menunjukkan bahwa fungsi   menaik pada 

interval (    ), dan menurun pada interval (   ). Cara 
menentukan bilamana fungsi   menurun maupun menaik dapat 
dilakukan dengan menggunakan turunan pertama fungsi tersebut. 
Hal ini karena turunan pertama f di   atau   ( ) menunjukkan 
kemiringan garis singgung pada grafik fungsi   di  . Apabila 
  ( )    maka garis singgungnya menaik ke kanan, sedangkan 
apabila   ( )    maka garis singgunggnya menurun ke kiri. 
Berikut ini adalah teorema kemonotonan fungsi dengan 
menggunakan turunan pertama fungsi (Varberg et al., 2010). 
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Teorema A 

Misalkan pada sebuah interval   terdefinisikan sebuah 
fungsi  , dan memiliki turunan pada masing-masing titik yang 
terdapat pada interval  . 

(i).  dikatakan menaik pada interval   apabila   ( )    
untuk semua titik pada interval  . 

(ii).  dikatakan menurun pada interval   apabila 
  ( )    untuk semua titik pada interval  . 

Contoh 3 
Carilah interval dimana grafik fungsi  ( )          

     menaik dan menurun. 
Jawab 

Langkah pertama yang perlu dilakukan adalah menentukan 
turunan pertama   di  . 

  ( )    (  
          )

           
 

Langkah berikutnya adalah menentukan nilai   yang memenuhi 
  ( )   . 

            
  (       )    

 (    )(   )    
 

Persamaan di atas memberikan solusi    
 

 
 dan     

yang merupakan titik-titik stasioner dari fungsi tersebut. Kedua 
titik tersebut memisahkan interval menjadi tiga bagian, yakni 

.    
 

 
/,  . 

 

 
  /, dan (   ). Selanjutnya ditentukan nilai   

yang memenuhi   ( )    dan yang memenuhi   ( )   . Hal ini 
dapat dilakukan dengan menggunakan tabel berikut ini. 
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Tabel 9.1. Tabel penolong contoh 3 
Interval   (titik 

uji) 
  ( ) Keterangan 

(    
 

 
) 

-1 12   menaik 

( 
 

 
  ) 

0 -6   menurun 

(   ) 2 30   menaik 
 

 
Gambar 9.6. Contoh 3 

 
Dari Tabel 9.1 Dapat disimpulkan bahwa fungsi menaik 

pada interval .    
 

 
/    (   ), dan menurun pada . 

 

 
  /. 

Hal ini ditunjukkan pada Gambar 9.6. 
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9.4 Kecekungan Fungsi 
Pada sub bab sebelumnya telah digunakan kemiringan garis 

singgung untuk menentukan interval fungsi menaik dan fungsi 
menurun. Apabila garis singgung grafik berbelok dengan konstan 
berlawanan arah dengan perputaran jarum jam, maka grafik 
cekung ke bawah. Apabila garis singgung grafik berbelok dengan 
konstan searah dengan perputaran jarum jam, maka grafik cekung 
ke atas. Seperti ditunjukkan pada Gambar 9.7 dan Gambar 9.8 
berikut ini. 
 

 
Gambar 9.7. Turunan pertama   menaik 
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Gambar 9.8. Turunan pertama   menurun 

 
Teorema B 

Misalkan fungsi   dapat diturunkan dua kali pada interval   
yang merupakan selang terbuka. 

(i). Fungsi   cekung ke bawah di selang   apabila turunan 
kedua   bernilai negatif untuk semua titik pada interval 
 . 

(ii). Fungsi   cekung ke atas di selang   apabila 
turunan kedua   bernilai positif untuk semua titik pada 
interval  . 

 
Contoh 4 

Carilah interval dimana grafik fungsi  ( )          
  cekung ke bawah dan cekung ke atas. 
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Jawab 
Langkah pertama yang harus dilakukan adalah menentukan 

turunan pertama dari   di  . 
  ( )    (  

       )

          
 

Selanjutnya ditentukan turunan kedua dari   di  . 
   ( )    (   

      )

          
 

Langkah berikutnya adalah menentukan nilai   yang memenuhi 
   ( )   . 

           
    (    )    

 

Solusi dari persamaan di atas adalah     dan   
 

 
, yang 

merupakan titik-titik belok dari grafik. Kedua titik tersebut juga 
adalah titik-titik pemisah yang membagi interval terbuka tersebut 

menjadi tiga bagian yakni: (    ), .  
 

 
/, dan .

 

 
  /. Selanjutnya 

ditentukan nilai   yang memenuhi   ( )    dan   ( )    
dengan menggunakan tabel penolong berikut ini. 

Tabel 9.2. Tabel penolong contoh 4 
Interval   (titik uji)   ( ) Keterangan 
(    ) -1 0   cekung ke 

atas 

(  
 

 
) 

 

 
  

  

  
 

  cekung ke 
bawah 

(
 

 
  ) 

1 25   cekung ke 
atas 

 
Dari Tabel 9.2 terlihat bahwa   cekung ke atas di 

(    )  .
 

 
  /, dan   cekung ke bawah di .  

 

 
/. Hal ini 

diilustrasikan pada Gambar 9.9. 
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Gambar 9.9. Visualisasi fungsi  ( )            

 

9.5 Penggambaran Grafik Fungsi Menggunakan 
Kalkulus 

Salah satu penerapan kalkulus adalah dalam 
menggambarkan grafik fungsi. Pada dasarnya, penggambaran 
grafik fungsi dapat dilakukan dengan menggunakan komputer. 
Namun, diperlukan ketelitian dalam menentukan tangkapan layar 
segi empat yang ditampilkan oleh komputer. Informasi yang 
diperlukan untuk menentukan hal tersebut dapat diperoleh dengan 
benar menggunakan kalkulus, misalnya titik minimum, titik 
maksimum, serta titik belok (Stewart, 2001). 
 Berikut ini adalah langkah-langkah yang dapat dijadikan 
sebagai pedoman ketika menggambarkan grafik dengan 
menggunakan kalkulus, yakni (Stewart, 2001; Varberg et al., 2010): 
1. Menentukan domain fungsi. 
2. Mencari perpotongan fungsi, baik terhadap sumbu-x 

maupun sumbu-y. 
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3. Menentukan kesimetrian fungsi dengan cari menentukan 
apakah fungsi tersebut merupakan fungsi genap atau 
fungsi ganjil maupun fungsi periodik. 

4. Menentuk asimtot fungsi, yakni asimtot datar, asimtot 
tegak, maupun asimtot miring. 

5. Menentukan interval fungsi menurun dan fungsi menaik. 
6. Menentukan titik maksimum dan titik minimum fungsi. 
7. Menentukan titik belok dan interval kecekungan fungsi. 
8. Menggambarkan sketsa grafik fungsi. 

 
Contoh 5 
Gunakan langkah-langkah di atas untuk membuat grafik fungsi dari  
 ( )         . 
Jawab 
1. Domain: (    ). 
2. Perpotongan fungsi: 

a. Perpotongan fungsi terhadap sumbu-x adalah saat 
 ( )    atau saat          , sehingga diperoleh 
solusi    . Dengan demikian, titik perpotongannya 
adalah (   ). 

b. Perpotongan fungsi terhadap sumbu-y adalah saat 
   , sehingga  ( )   . Dengan demikian, titik 
perpotongannya adalah (   ). 

3. Fungsi ini merupakan fungsi ganjil karena  (  )    ( ) 
untuk semua selang pada domain. Dengan demikian, kurva 
simetri terhadap titik asal sumbu-y. 

4. Fungsi ini tidak memiliki asimtot. 
5. Interval fungsi menaik dan menurun. 

Langkah pertama yang harus dilakukan adalah 
menentukan turunan pertama dari   di  . 

  ( )    (  
     )
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Ketika   ( )   , diperoleh solusi    √  dan   √ . 

Dengan demikian,   memiliki titik stasioner di    √  

dan   √ . Kedua titik ini membagi interval daerah asal 

menjadi tiga bagian, yakni (    √ ) ( √  √ ), dan 

(√   ).  

Selanjutnya ditentukan nilai   yang memenuhi   ( )    
dan yang memenuhi   ( )   . Hal ini dapat dilakukan 
dengan menggunakan tabel berikut ini. 

 
Tabel 9.3. Tabel penolong contoh 5 untuk menentukan interval 

fungsi menaik dan fungsi menurun 
Interval   (titik uji)   ( ) Keterangan 

(    √ ) -2 9   menaik 

( √  √ ) 1 -18   menurun 

(√   ) 2 9   menaik 

 
Dari Tabel 9.3 Dapat disimpulkan bahwa fungsi menaik 

pada interval (    √ )   (√   ), dan menurun pada 

( √  √ ).  

6. Nilai maksimum relatif dan nilai minimum relatif: 
a. Nilai maksimum relatif 

Fungsi   ( )    di interval (    √ ) dan   ( )    

di interval ( √  √ ), dengan demikian nilai 

maksimum relatifnya adalah  ( √ )    √ . 

b. Nilai minimum relatif  

Fungsi   ( )    di interval ( √  √ ) dan   ( )    

di interval (√   ), dengan demikian nilai minimum 

relatifnya adalah  (√ )     √ . 
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7. Titik belok dan interval kecekungan fungsi 
Turunan kedua dari   di   adalah: 

   ( )    (  
     )

     
 

Nilai   yang memenuhi    ( )    atau        adalah 
   , yang merupakan titik belok dari grafik saat merubah 
kecekungan. Titik ini juga merupakan titik pemisah yang 
membagi interval daerah asal tersebut menjadi dua bagian 
yakni: (    ), dan (   ). Selanjutnya ditentukan nilai   
yang memenuhi   ( )    dan   ( )    dengan 
menggunakan tabel penolong berikut ini. 
 

Tabel 9.4. Tabel penolong contoh 5 untuk menentukan interval 
kecekungan fungsi 

Interval   (titik uji)   ( ) Keterangan 
(    ) -1 -18   cekung ke 

bawah 
(   ) 1 18   cekung ke 

atas 
 
Dari tabel di atas terlihat bahwa   cekung ke bawah di  
(    ), dan   cekung ke atas di (   ). 
 

8. Sketsa kurva ditunjukkan pada gambar berikut ini. 
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Gambar 9.10. Sketsa kurva  ( )          

 

9.6 Permasalahan Optimasi Fungsi 
Pada sub bab ini dibahas terkait penggunaan konsep nilai 

maksimum dan minimum dalam menyelesaikan beberapa 
masalah. Terdapat beberapa langkah yang dapat dilakukan untuk 
menyelesaikan masalah optimasi. Akan tetapi, pembaca dapat 
menggunakan cara yang lain, maupun menghilangkan beberapa 
langkah berikut ini (Stewart, 2001; Varberg et al., 2010). 
1. Membaca permasalahan yang ingin dioptimalkan hingga 

dapat dipahami dengan baik, dan selanjutnya 
mengidentifikasi besaran yang diketahui, dan besaran yang 
ditanyakan. 
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2. Membuat sketsa gambaran kondisi permasalahan, serta 
menuliskan besaran yang dinyatakan dalam soal. Besaran 
tersebut dinyatakan dalam bentuk variabel. Huruf depan 
besaran dapat digunakan sebagai simbol variabel, misalnya 
„h“ untuk menyatakan besaran tinggi, „A“ untuk 
menyatakan besaran luas, „t“ untuk menyatakan besaran 
waktu. 

3. Membuat fungsi tujuan bagi besaran yang ingin 
diminimumkan dan dimaksimumkan. Fungsi tujuan ini 
dinyatakan dalam bentuk rumus. 

4. Menyatakan fungsi tujuan sebagai fungsi dari sebuah 
variabel saja, dengan cara menghilangkan variabel-variabel 
lainnya menggunakan kondisi-kondisi dalam permasalahan 
optimasi. 

5. Mencari titik maksimum dan titik minimum. Nilai tersebut 
selanjutnya disubstitusikan pada fungsi tujuan sehingga 
diperoleh minimum maupun maksimum. 

 
Contoh 6 

Seorang petani memiliki dua buah kandang dengan bentuk 
dan ukuran yang sama, seperti ditunjukkan pada Gambar 9.11. 
Adapun bentuk kadang tersebut adalah segi empat, dengan luas 
masing-masing sebesar 400  . Kedua kandang ini dibuat dengan 
menggunakan sejumlah kawat. Berapakah panjang dan lebar dari 
masing-masing kandang untuk meminimumkan jumlah kawat 
yang dibutuhkan? 
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Gambar 9.11. Bentuk kandang untuk Contoh 6 

 
Jawab 

Bentuk kandang tersebut adalah segi empat, dengan 
demikian luas setiap kandang dapat dituliskan sebagai: 

     
        

 

Persamaan di atas dapat dituliskan ulang menjadi: 

  
   

 
 

Dengan demikian, nilai   yang memenuhi persamaan di 
atas adalah     atau (   ). Berdasarkan Gambar 9.11, maka 
keliling kedua kandung tersebut adalah: 

        

Substitusikan nilai   
   

 
 ke persamaan di atas, sehingga 

diperoleh: 

      (
   

 
)

     
    

 

 

Turunan pertama dari fungsi di atas adalah: 
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Langkah selanjutnya adalah mencari nilai   yang memenuhi 

sehingga 
  

  
  . 

  
    

  
   

             

  (    √ )(    √ )   

 

Solusi dari persamaan di atas adalah     √  dan 

     √ . Namun, karena   yang memenuhi persamaan 
haruslah    , maka solusi yang dipilih adalah     √ . Titik 

pemisah ini membagi interval menjadi 2 bagian, yakni (    √ ) 

dan (  √   ). Tabel berikut ini digunakan untuk menentukan 

interval fungsi menaik dan menurun. 
 

Tabel 9.5. Tabel penolong contoh 6 untuk menentukan interval 
fungsi menaik dan fungsi menurun 

Interval   (titik 
uji) 

  

  
 

Keterangan 

(    √ ) 5 -44   menurun 

(  √   ) 20 1   menaik 

 
Berdasarkan tabel di atas, dapat dikatakan bahwa 

        memiliki titik minimum di     √ . Nilai ini 

selanjutnya disubstitusikan kembali ke   
   

 
, sehingga 

diperoleh: 

  
   

  √ 
 

  √ 

 
 

Dengan demikian, lebar kandang adalah     √  

       , dan panjang kandang adalah   
  √ 

 
        . 
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9.7 Aplikasi Diferensiasi di Ekonomi 
Dalam memproduksi x satuan dari sebuah barang, 

diperlukan sejumlah biaya. Fungsi biaya untuk memproduksi x 
barang tersebut dinyatakan dalam bentuk  ( ). Sedangkan fungsi 
biaya rata-rata merupakan biaya dalam satuan pada saat 
memproduksi x satuan. Fungsi biaya rata-rata tersebut dinyatakan 
sebagai (Stewart, 2001; Varberg et al., 2010): 

 ( )  
 ( )

 
 

Biaya marjinal dinyatakan sebagai turunan fungsi biaya C terhadap 
x. 

               
  

  
 

 
Contoh 7 

Hitunglah biaya marjinal minimum bagi sebuah pabrik yang 
memproduksi serta menjual      unit barang di setiap minggu. 
Adapun biaya total yang diperlukan adalah  ( )           
      . 
Jawab 

Langkah pertama yang perlu dilakukan adalah mencari nilai 
x yang memenuhi agar mencapai biaya marjinal minimum. Hal ini 
dilakukan dengan menghitung biaya marjinal dengan cara 
menentukan turunan pertama C terhadap x. 

  

  
   (               )

  ( )            

 

Selanjutnya dihitung turunan pertama dari biaya marjinal 
terhadap x. 

   

  
   (          )
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Langkah selanjutnya adalah menentukan nilai x yang 

memenuhi agar 
   

  
  .  

   

  
  

          
   

 

Adapun daerah asal untuk fungsi C’ adalah (   ). Dengan 
demikian     sebagai titik stasioner sekaligus titik pemisah 
membagi interval tersebut menjadi dua bagian, yakni (   ) dan 
(   ). Tabel berikut ini digunakan untuk menentukan interval 
fungsi menaik dan fungsi menurun. 
 

Tabel 9.6. Tabel penolong contoh 7 untuk menentukan fungsi 
menaik dan fungsi menurun 

Interval   (titik uji)    

  
 

Keterangan 

(   ) 1 -6    menurun 
(   ) 3 6    menaik 

 
Berdasarkan tabel di atas terlihat bahwa biaya marjinal (  ) 

bernilai minimum di    . Dengan demikian, jumlah unit yang 
dijual setiap minggu adalah      (   )( )          . Biaya 
marjinal minimumnya adalah: 

  ( )             

   ( )     (  )( )  ( )(  )
    

 

Hal ini diilustrasikan pada Gambar 9.12. 
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Gambar 9.12. Biaya marjinal minimum 
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BAB10 
APLIKASI DIFERENSIAL PARSIAL 
 
Oleh Haris Suhendar 
 

Salah satu aplikasi dari penyelesaian persamaan diferensial 
parsial adalah pada pencarian titik minimum dan titik maksimum 
dari suatu fungsi. Sering kali kita mencari titik maksimum atau 
minimum dari suatu fungsi dengan lebih dari satu variabel, 
misalkan fungsi    (   ) yang merupakan suatu permukaan.  
Jika terdapat titik maksimum pada fungsi tersebut, maka kurva 
untuk   konstan dan   konstan yang melalui titik maksimum akan 
juga memiliki titik maksimum pada titik yang sama. Oleh karena 
itu,   /   dan   /   bernilai nol pada titik maksimum. Dengan 
mencari titik maksimum dan minimum dari suatu fungsi maka 
metode ini dapat digunakan untuk optimasi suatu fungsi. Kita ingat 
kembali bahwa   /   = 0 adalah kondisi yang dibutuhkan untuk 
mengetahui titik maksimum dari fungsi    ( ), akan tetapi 
kondisi ini tidak cukup untuk mengatakan titiknya bernilai 
maksimum, namun memiliki kemungkinan bernilai minimum atau 
juga merupakan suatu titik belok dengan garis tangensial yang 
horizontal. Hal ini juga berlaku serupa untuk fungsi lebih dari satu 
variabel    (   ). Titik dimana   /   = 0 dan   /  =0 dapat 
menjadi titik maksimum, titik minimum, atau tidak keduanya. 
Dalam pencarian titik maksimal dari    ( ), seringkali dapat 
dilakukan pengecekan dari geometry atau konsep fisis bahwa 
  /  =0 merupakan titik maksimum. Jika dibutuhkan kita dapat 
mencari turunan keduanya    /    yang mana jika bernilai 
negatif berati merupakan titik maksimum, sedangkan jika bernilai 
positif berarti merupakan titik minimum. Hal ini juga berlaku 
(sedikit lebih kompleks) pada fungsi dengan 2 variabel, akan tetapi 
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ini digunakan ketika dibutuhkan karena biasanya kita dapat 
memperkirakan masalah yang dihitung apakah merupakan titik 
maksimum, minimum, atau bukan keduanya. Tinjaulah contoh 
masalah pencarian titik maksimum dan minimum dari masalah 
berikut: 
Contoh 

Suatu tenda segitiga (Gambar.1) dengan volume V, dengan 
penutup tanpa alas akan dibuat dengan jumlah material yang 
sedikit mungkin. Cari nilai rasio untuk masing – masing      dan  . 
Penyelesaian : 
Kita dapat menghitung volume dan luasan untuk tenda  

  
 

 
                    

           
   

    
 

 
 
 

Karena V diketahui, hanya dua dari tiga variabel yang saling 
bebas sehingga kita dapat mengeliminasi salah satunya dari 
persamaan A sebelum kita menghitung titik minimum dari A. 
Dengan memodifikasi persamaan V untuk   dan 
mensubtitusikannya ke dalam persamaan A maka akan diperoleh 

          
  

    
 

 

      
          

  

 
     

 
Sekarang kita punya persamaan A sebagai fungsi dari dua 

buah variabel independent   dan  . Untuk menghitung nilai 
minimum A maka dapat dihitung dengan differensial parsial 
  /   dan   /   dan memberikan nilai keduanya sama dengan 
nol.  
  

  
        

      

  
   



 

117 

  

  
           

  

 
           

 
Dengan menyelesaikan kedua persamaan diatas untuk    

dan membuat kedua hasilnya sama maka diperoleh persamaan 
berikut 

   
     

     
 

         

     
           

    

      
 

         

     
 

Dari persamaan ini terlihat bahwa hasilnya tidak mungkin 
       atau        karena ini akan membuat Volume 
bernilai 0. Oleh karena itu kita dapat mengasumsikan bahwa 
        dan         sehingga kedua faktor ini dapat saling 

menghilangkan pada persamaan dan diperoleh       
 

 
 atau 

     . Maka       , sehingga      , dan dari persamaan 

  /   kita peroleh bahwa     √ . Kemudian ketinggian dari 

tenda (pada puncak) adalah           √ . 
 

10.1 Masalah Maximum dan Minimum dengan 
Constrain 

Beberapa contoh berikut akan memberikan gambaran 
terkait masalah yang sedang dipelajari. 
Contoh : 

Suatu kawat dibengkokkan membentuk kurva        
(Gambar.2). Suatu tali elastis ditarik dari titik pusat ke suatu titik 
(x,y) pada kurva. Carilah posisi 
(x,y) untuk mendapatkan 
panjang tali yang paling pendek. 
 
Penyelesaian : 
Kita akan meminimalkan jarak 

  √      dari titik pusat 
ke titik (x,y) pada kurva, hal ini 
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ekuivalen dengan meminimalisir fungsi           . Akan 
tetapi titik x dan y tidak saling bebas, yang mana mereka saling 
berhubungan dengan persamaan pada kurva. Hubungan tambahan 
antar variabel ini disebut sebagai constrain. Permasalahan dengan 
constrain seringkali muncul dalam beberapa aplikasi.  

Terdapat beberapa cara untuk menyelasaikan 
permasalahan tersebut yang akan kita diskusikan pada metode 
berikut yaitu (a) eleminasi, (b) diferensial implisit, dan (c) Lagrange 
multiplier. 
(a) Metode Eliminasi 

Metode yang sangat jelas yaitu dengan mengeliminasi y. 
Kemudian kita akan meminimalisir fungsi 
     (    )                      
Ini adalah persamaan kalkulus sederhana : 

  

   
                         √

 

 
 

Berdasarkan solusi tersebut, kita masih belum bisa 
mengetahui yang mana solusi nilai maksimum dan yang mana 
solusi nilai minimum, oleh karena itu kita dapat mencari 
turunan kedua nya : 
   

               pada          (relative maximum) 

   

             pada     √
 

 
   (minimum) 

Nilai minimum yang diperoleh kemudian diperoleh    √
 

 
, 

  
 

 
 

(b) Metode Diferensial Implisit 
Apabila tidak memungkinkan untuk menyelesaikan y dengan 
eleminasi dan subtitusi maka dapat dilakukan metode lain. 
Melalui persamaan         diperoleh 
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               atau 
  

  
       

  

  
 

Dari persamaan        yang berhubungan dengan x dan y 
diperoleh nilai dy dalam bentuk dx jika persamaan tersebut 
belum menyelesaikan nilai y.  

          
Dengan mengeleminasi dy dari df maka diperoleh nilai  

   (      )   atau 
  

  
        

Untuk menurunkan nilai f maka dimisalkan nilai 
  

  
   

sehingga diperoleh 
         

Persamaan diatas akan terselesaikan bersamaan dengan 
persamaan kurva        , sehingga diperoleh 

     (    )    dimana     atau    √
 

 
 

Untuk menguji nilai maksimum atau minimum dibutuhkan 
   

    

sehingga diperoleh 

   

   
    (

  

  
)
 

    
   

   
 

Pada nilai     diperoleh solusi y=1,   
  

  
  ,  

   

       

sehingga 
   

   
        merupakan nilai maksimum 

Pada nilai    √
 

 
 diperoleh solusi   

 

 
,  

  

  
  √

 

 
 ,  

   

      , sehingga 

   

            merupakan nilai minimum. Langkah-

langkah diatas diambil apabila tidak ditemukan solusi y 
melalui persamaan kurva, sehingga beberapa permasalaan 
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harus diselesaikan dengan variable independen melalui 
metode lain. Berikut contoh soal dengan variable independen 
Soal : Temukan jarak terdekat dari pusat suatu lempeng 
dengan persamaan           ! 
Berasarkan soal diinginkan nilai minimum jarak   

√         dari titik pusat (x, y, z) pada sebuah lempeng.  
Persamaan tersebut dapat dijabarkan melalui         
      jika          . Kita dapat mengeleminasi salah 
satu variable terlebih dahulu menggunakan persamaa fungsi 
pada lempeng, misalkan eleminasi x maka 

  (       )        
Diperoleh f merupakan fungsi dua independen variable yakni y 
dan z, maka untuk meminimumkan fungsi f kita gunakan 

differensial 
  

  
   , dan 

  

  
   

  

  
  (       )(    )    

  

  
  (       )(    )    

Solusi untuk persamaan y dan z maka diperoleh      
 

 
 

shingga dari persamaan lempeng diperoleh nilai   
 

 
 

Maka hasil akhir fungsi minimum yang diperoleh 

     .
 

 
/
 

 .
 

 
/
 

 .
 

 
/
 

   ,   atau          

Jelas diperoleh dari sebuah geometri bahwa nilai merupakan 
minimum jarak dari suatu pusat lempeng. 
 

(c) Metode Lagrange Multiplier 
Penyelesaian masalah menggunakan metode eleminasi 
maupun metode differential implisit masih menimbulkan 
beberapa persamaan aljabar yang tidak dapat terselesaikan. 
Persamaan aljabar tersebut dapat diselesaikan melalui suatu 
proses yang kita kenal dengan istilah metode lagrange 
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multiplier atau undetermined multiplier. Berkorelasi dengan 
metode-metode sebelumnya, secara umum kita ingin 
menemukan solusi maksimum dan minimum dari suatu fungsi 
dengan satu variable. Untuk menemukan titik maksimum dan 

minimum dari fungsi   dimana 
  

  
    atau      seperti 

pada metode sebelumnya. Jika nilai           dengan 
     maka 

   
  

  
   

  

  
     

   
  

  
   

  

  
     

Dalam metode differential implisit kita menyelesaikan 
persamaan    untuk nilai    dalam bentuk    dan disubtitusikan 
kedalam   , namun hal tersebut masih menyisakan persamaan 
aljabar yang belum ringkas. Maka langkah yang dapat dilakukan 
dengan mengalikan persamaan    dengan   kemudian 
mensubitusikan kedalam persamaan    maka diperoleh hasil 

(
  

  
  

  

  
)   (

  

  
  

  

  
)     

Jika kita pilih nilai   adalah  .
  

  
  

  

  
/ maka 

  

  
  

  

  
   

Dengan menggunakan nilai permisalan   untuk nilai yang 
lebih rumit akan mengurangi dan memperingkas persamaan 
aljabar yang mungkin dapat muncul. Sehingga dapat kita peroleh 

  

  
  

  

  
   

Jika dinyatakan  
  

  
  

  

  
 ,  

  

  
  

  

  
,  dan  (   ) adalah 

konstan maka kita dapat menyelesaikan variable      . Nilai dari   
sebenarnya tidak dibutuhkan, tetapi digunakan untuk 
mempersingkat langkah dalam mencari nilai   dan   yang kita 
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butuhkan. Apabila terdapat persamaan yang ditulis dalam bentuk 
fungsi  

 (   )   (   )    (   ) 
Dimana terdapat dua variable independen yakni   dan   

yang dibutuhkan untuk menentukan nilai maksimum dan 
minimum. Persamaan diatas digunakan untuk memperingkas 
persamaan-persamaan sebelumnya dimana variable   dan   yang 
berkorelari dengan    

Berdasarkan penjabaran tersebut maka kita dapat 
menyatakan bahwa metode lagrangian multiplier memenuhi 
syarat sebagai berikut : 

Untuk menentukan nilai maksimum dan minimum dari 
 (   ) ketika   dan   berkorelasi dengan persamaan  (   )  
        maka menggunakan fungsi  (   ) dan dua partial 
derivatives dai   yang bernilai nol. Kemudian langkah selanjutnya 
adalah menyelesaikan persamaan tersebut dengan persamaan 
 (   )          untuk tiga buah variable yang belum diketahui 
yakni          . 

Dari ilustrasi singkat mengenai metode langrange 
multiplier maka kita dapat menyelesaikan contoh soal 1 berikut : 

 (   )        
 (   )         

Atau dapat kita persingkat soal diatas menjadi 
 (   )              (    ) 

Dimisalkan 
  

  
           

  

  
        

Kita selesaikan nilai   dengan persamaan        untuk 
    dan     , maka dari permisalan yang telah dibuat apabila 
nilai     diperoleh nilai     dan      sedangkan apabila 

nilai      diperoleh nilai   
 

 
 dan    

 

 
. Maka dari nilai 
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tersebut kita menemukan nilai maksimum dan minimum 
bahwasannya sama dengan sebelumnya, hal ini menunjukan jika 
langrange multiplier mempersingkat penyelesaian soal terhadap 
soal yang lebih kompleks walaupun persamaan tersebut dapat 
diselesaikan dengan metode yang lain. 

Sebagai contoh lain untuk memperjelas penggunaan 
metode lagrange multiplier sebagai berikut 
Soal 2: tentukan volume terbesar dari sebuah balok dengan sisi 
sejajar sumbu dinyatakan dalam sebuah ellipsoid 

  

  
 

  

  
 

  

  
   

Jika (     ) merupakan sudut pertama dimana balok 
menyentuk ellipsoid, kemudian (     ) menunjukan persamaan 
ellipsoid dan nilai volume balok adalah     , maka persoalan nilai 
maksimum untuk  (     )       dimana       bagian dari 
persamaan ellipsoid adalah 

 (     )  
  

  
 

  

  
 

  

  
   

Dengan menggunakan metode lagrange multiplier dapat dituliskan 

 (     )             (
  

  
 

  

  
 

  

  
) 

Apabila kita jabarkan dalam tiga buah parsial derivatie 
maka   sama dengan nol diperoleh 

  

  
       

  

  
   

  

  
       

  

  
   

  

  
        

  

  
   

Dapat diperoleh penyelesaian dari tiga persamaan diatas 
dan persamaan     untu nilai      dan  . Mengalikan 
persamaan pertama dengan  , dan persamaan kedua dengan   
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kemudian persamaan ketiga dengan   lalu disubtitusikan maka 
diperoleh 

          (
  

  
 

  

  
 

  

  
)    

Menggunakan persamaan ellipsoid dapat kita sederhanakan 
menjadi 
          atau           

Suntitusikan nilai   kedalam persamaan 
  

  
 maka diperoleh 

           
   

  
   

Berdasarkan bentuk geometrinya tentu terlihat jelas bahwa 
sudut dari balok tidak berada pada     ataupun     sehingga 
kita nyatakan    untuk menyelesaikan nilai x 

   
 

 
   

Persamaan kedua dan ketiga juga menggunakan cara yang 
sama maka akan diperoleh hasil 

   
 

 
   

   
 

 
   

Sehingga nilai maksimum dari volume yang diperoleh adalah 

     
    

 √ 
 

Hal ini tentu sangat kontras apabila dibandingan dengan 
soal yang memiliki simple aljabar yang dapat diselesaikan dengan 
metode eleminasi. Sekalipun soal persamaan ellipsoid diselesaikan 
dengan metode differential implisit tetap akan menghasilkan 
persamaan aljabar yang sisa dan tidak dapat dijabarkan jika tidak 
menggunakan metode lagrange multiplier. 

Metode lagrange multiplier menunjukan bahwa 
permasalahan dengan beberapa variable indipenden dapat 
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terselesaikan. Jika kita ingin menentuka nilai maksimum dan 
minimum dari  (     ) atau  (     )          maka kita 
membutuhkan baik persamaan   maupun persamaan  . Apabila 
          maka kita dapat nyatakan      dan      
sehingga nilai maksimum dan minimum dari f dapat dituliskan 
sebagai berikut 

   
  

  
   

  

  
   

  

  
     

   
  

  
   

  

  
   

  

  
     

Dapat kita tentukan nilai    dari persamaan    dan kita 
subtitusikan kedalam persamaan    sehingga merujuk pada 
metode differential implisit dengan menyisakan nilai aljabar yang 
rumit. Namun apabila kita kolaborasikan sengan persamaan 
lagrange multiplier diatas dengan        diperoleh hasil 

           (
  

  
  

  

  
)    (

  

  
  

  

  
)  

 (
  

  
  

  

  
)    

Dikarenakan   dan   merupakan variable independen 
maka   dapat diperoleh dari persamaan  , serupa dengan    dan 
   apabila nilainya telah dipilih maka nilai    juga dapat di 
tentukan. Sehingga untuk menentukan nilai    

  

  
  

  

  
   

Kemudian untuk      diperoleh 
  

  
  

  

  
   

Dan untuk      maka 
  

  
  

  

  
   

Sehingga dapat kita nyatakan pula aturan yang sama untuk 
soal lagrange multiplier yang kedua dengan pernyataan  
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Untuk menentukan nilai maksimum dan minimum dari 
 (     ) jika  (     )          maka kita gunakan fungsi 
       dengan permisalan tiga buat variable derivative dari   
sama dengan nol. Kita dapat menyelesaikan persamaan tersebut 
untuk          . Beberapa kasus soal yang lain mungkin masih 
memiliki beberapa variable dan beberapa persamaan tetapi 
langkah yang digunakan secara umum pada metode ini adalah 
sama. 

Dalam kasus tertentu perlu juga untuk mempertimbangkan 
makna persamaan geometri yang di nyatakan. Meninjau kembali 
bahwa variable       berhubungan erat dengan persamaan 
 (     )         . Sebagai contoh lain jika kita ingin 
menentukan solusi persaaan   untuk    (   ) maka dinyatakan 
bahwa   dan   adalah variable sedangkan   adalah fungsi. Secara 
geometri    (   ) adalah permukaan dari sebuah gambar. Jika 
kita mulai dengan titik   pada permukaan tersebut maka kita 
berada pada titik target disebuat lempeng.  Berikut merupakan 
vector                   yang membentuk garis singgung 
dengan permukaan gambar. Apabila kita melakukan perkalian dot 
antara vektor    dengan persamaan metode lagrange multiple 
diperoleh vektor 

 
  

  
  

  

  
  

  

  
 

Kita dapat menuliskan persamaan sebagai    
(      )      dimana jika kita melakukan perklian dot 
terhadap dua buah verktor maka akan bernilai nol. Dikarenakan    
bersinggungan dengan permukaan garis lengkung           
maka gradient   tegak lururs terhadap bidang atau tegak lururs 
terhadap permukaan           pada titik P. Selain itu dari 
persamaan metode laganre multiple menyatakan gradient   juga 
tegak lurus terhadap bidang. Baik dari nilai gradient   dan gradient 
  memiliki arah yang sama, sehingga komponennya proporsional 
sesuai dengan persamaan hasil metode lagrange multiplier. Dapat 



 

127 

kita nyatakan juga bahwa permukaan           dan 
          saling bersinggungan pada titik P. Hal tersebut 
bersifat normal terjadi dikarenakan keduanya memiliki arah yang 
sama.  

Metode lagrange multiplier dapat digunakan dalam 
beberapa kondisi persamaan  , sebagai contoh apabila kita akan 
mencari nilai maksimum dan minimum dari  (       )atau 
  (       )          dan   (       )         . Terdapat 
dua variable dalam persamaan tersebut yakni   dan   sehingga 
dapat dituliskan 

   
  

  
   

  

  
   

  

  
   

  

  
     

    
   

  
   

   

  
   

   

  
   

   

  
     

    
   

  
   

   

  
   

   

  
   

   

  
     

Sehingga kita dapat menggunakan    dan    untuk 
mengeleminasi    dan    dari    tetapi tidak dengan aljabar. 
Menggunakan metode lagrange multiplier dapat kita jabarkan 
fungsi               dan dituliskan dalam bentuk 

               

 (
  

  
   

   

  
   

   

  
)   

 (
  

  
   

   

  
   

   

  
)   

 (
  

  
   

   

  
   

   

  
)   

 (
  

  
   

   

  
   

   

  
)     

Dapat kita nyatakan    dan    dari dua persamaan  
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Kemudian untuk      diperoleh 
  

  
   

   

  
   

   

  
   

Dan untuk      diperoleh 
  

  
   

   

  
   

   

  
 

Seperti sebelumnya bahwa persamaan diatas diperoleh 
dengan langkah bahwa untuk menentukan nilai maksimum atau 
minimum dari suatu subjek   dengan kondisi            dan 
           maka perlu menyatakan               dan 
nilai turunan parsial dari   sama dengan nol. Kemudian langkah 
selanjutnya menyelesaikan persamaan untuk masing-masing 
variable. 

Soal 4 : tentukan jarak minimum dari pusat suatu 
simpangan      dengan          ! 

Untuk menyederhanakan subjek          dengan dua 
kondisi yakni      dan         , maka menggunakan 
metode lagrange multiplier dapat kita peroleh turunan parsial 
ketiganya yakni 

             (      )       
Dan apabila kita misalkan masing-masing sama sengan nol, 

maka diperoleh 
             

         
          

Sehingga persamaan tersebut dapat diselesaikan dengan 
     dan          dan diperoleh 
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Kemudian jarak minimu yang dapat diperoleh adalah 

  √         
 

√ 
      

 

10.2 Masalah Syarat Batas  
Apabila kita membuat asumsi terhadap nilai maksimum 

atau minimum, maka dalam perhitungan kalkulus akan diperoleh 
penyelesaiannya. Tetapi dalam beberapa kasus akan terdapat 
ketidak validan nilai terhadap pengasumsian tersebut. Sebagai 
contoh apabila kita diberi soal dimana   dapat bernilai antara 0 
sampai dengan 1, dengan kurva  ( )       untuk   semua 
bilangan riil, tetapi jika   |    | untuk semua   bilangan riil. 
Maka grafik kurvanya tidak memiliki makna kecuali pada rentang 
      . Oleh karena itu terdapat kondisi syarat batas dalam 
menyelesaikan permasalahan differensial. 
 

Contoh soal : sebuah kawat sepanjang 40 cm digunakan 
untuk membuat sebuah persegi dan sebuah lingkaran dengan total 
luasan persegi sama dengan luasan lingkaran yang bernilai 
maksimum. Apabila jari-jari lingkaran   kemudian keliling 
lingkaran     sehingga sisa kawat        digunakan untuk 
panjang sisi persegi dan diperoleh nilai untuk masing-masing sisi 

   
 

 
  , jika total luasan adalah  

      (   
 

 
  )

 

 

Kemudian  
  

  
      (   

 

 
  ) ( 

 

 
 ) 

  

  
    (  

 

 
 )      
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Jika 
  

  
   maka diperoleh 

 (  
 

 
 )    

       dan      
Selanjutnya adalah menghitung luasan area dengan 

menggunakan turunan kedua untuk melihat apakah terdapat nilai 
maksimu. Setelah dilakukan perhitungan 

   

   
   (  

 

 
 )    

Diperoleh nilai minimum area, sedangkan pada soal 
dibutuhkan nilai maksimum area. Maka salah satu cara untuk 
menentukan nilai maksimum area adalah dengan membuat grafik 
A sebagai fungsi   dan melihat apakah grafik tersebut memiliki 
nilai area terbesar.   merupakan fungsi kontinyu dari   denga nilai 
  adalah turunan takhingga. Jika terdapat nilai maksimum di 
antara     dn        maka dengan perhitungan kalkulus 
akan ditemukan solusinya. Nilai maksimum seharunya berada 
diakhir atau di antaranya. 
Pada    ,       

Pada       ,   
  

 
,    

   

 
      

Dapat kita simpulkan bahwa   merupakan nilai terbesar 

pada   
  

 
;    

   

 
      dimana hal tersebut menunjukan 

nilai maksimum. Maka kemungkinan menggunakan sebuah kawat 
untuk membuat lingkaran dan sebuah persegi sama besar adalah 
nol.  
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BAB 11 
ANTI DIFERENSIAL 
 
Oleh Nining Puji Lestari 
 
11.1 Pendahuluan 

Dalam matematika terdapat pasangan operasi balikan, 
misalkan operasi penjumlahan dengan pengurangan, perkalian 
dengan pembagian, serta perpangkatan dan penarikan akar. Tidak 
hanya operasi tersebut, materi yang telah dibahas sebelumnya 
yaitu diferensial memiliki balikan anti diferensial. Beberapa istilah 
lain dari anti diferensial yaitu anti turunan atau invers turunan, 
serta integral 

Misal diketahui suatu fungsi    ( ), maka diferensial 

dari fungsi tersebut yaitu      ( ) atau 
  

  
 

   ( )

  
. Notasi anti 

diferensial dari fungsi    ( ) yaitu: 
 ∫       ∫ ( )    
Contoh 11.1.1: 
1. Diketahui  ( )    , maka   ( )     . Karena anti 

diferensial (integral) merupakan balikan (invers) dari 
diferensial (turunan), maka ∫           , dimana   
merupakan konstanta. 

2. Diketahui  ( )      , maka   ( )       , sehingga 
∫              . 

 
Anti diferensial digunakan untuk menentukan fungsi asli 

jika dalam permasalahan diketahui suatu fungsi turunannya.  
Misal, tentukan  ( ) jika diketahui   ( )     . 
Maka: 
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 ( )     merupakan salah satu jawaban dari permasalahan yang 

diberikan. Hal ini dikarenakan 
    

  
    . 

Namun ternyata masih terdapat banyak fungsi lain yang 
memiliki turunan yaitu    . Berikut beberapa fungsi lain yang 
dimaksud tersebut: 
 ( )      , maka   ( )      
 ( )      , maka   ( )       
 ( )       , maka   ( )      
 ( )       , maka   ( )      
 ( )      , maka   ( )      
 ( )       , maka   ( )      
(dan beberapa fungsi lainnya). 

Jadi beberapa fungsi yang telah disebutkan tersebut 
merupakan anti diferensial dari    , yang membedakan yaitu suku 
konstanta dari masing-masing fungsi. Oleh karena itu, jawaban 
yang paling tepat untuk permasalahan yang diberikan yaitu 
 ( )      , dengan   merupakan konstanta sembarang. 

Berdasarkan uraian penjelasan yang diberikan, maka dapat 
disimpulkan bahwa suatu fungsi memiliki anti diferensial lebih dari 
satu dan himpunan dari semua anti diferensial   ( ) disebut 
integral tak tentu dari   ( ) terhadap  . 
Untuk selanjutnya, anti diferensial   ( ) kita sebut dengan integral 
dari   ( ) terhadap  . Kemudian secara simbol ditulis menjadi: 

∫  ( )    ( )    

Dengan: 
1. ∫  merupakan notasi integral. 
2.   ( ) merupakan integran atau fungsi yang diintegralkan. 
3.    merupakan diferensial integrator atau kepada variabel 

apa fungsi akan diintegralkan. 
4.  ( )    merupakan hasil dari proses pengintegralan 

dengan   yaitu konstanta integrasi. 
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11.2 Sifat-sifat Integral Tak Tentu 
Beberapa sifat-sifat integral tak tentu, yaitu sebagai berikut:  
1. Sifat yang diperoleh langsung dari turunan 

a. ∫         ,    konstanta 

b. ∫      
 

   
           

c. ∫                
d. ∫               
e. ∫                
f. ∫                 
Contoh 11.2.1: 
Tentukan hasil integral dari   ( )    
 Penyelesaian: 
∫  ( )   ∫     
       
Contoh 11.2.2: 
Tentukan hasil integral dari   ( )     
Penyelesaian: 
∫  ( )   ∫      

  
 

   
       

  
 

 
      

2. Sifat Kelinearan 
a. ∫    ( )     ∫  ( )  ,   yaitu suatu konstanta 
b. ∫,  ( )    ( )-   ∫  ( )   ∫  ( )   
c. ∫,  ( )    ( )-   ∫  ( )   ∫  ( )   
Contoh 11.2.3: 
Tentukan hasil integral dari:    ( )     
Penyelesaian: 
∫   ( )     ∫       
   ∫      

   .
 

   
    /    
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Contoh 11.2.4: 
Tentukan hasil integral dari             
Penyelesaian: 

∫(           )     
 

 
   

 

 
   

 

 
         

     
 

 
   

 

 
        

 
3. Sifat-sifat lainnya 

a. Integral Tak Tentu Bentuk Dasar 

1) ∫
 

 
      | |    

2) ∫            

3) ∫      
  

   
           

4) ∫            |    |    
     |    |    

5) ∫            |    |    
     |    |    

6) ∫                    
7) ∫            |         |    

     |         |    
8) ∫            |         |    
     |         |    

    |   
 

 
 |     

9) ∫                     
b. Integral bentuk Invers Trigonometri  

1) ∫
 

√    
             

2) ∫
  

√    
             

3) ∫
 

                 

4) ∫
 

  √    
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Contoh 11.2.5: 

Tentukan: ∫
 

       
      

Penyelesaian: 
Berdasarkan rumus integral bentuk invers trigonometri dapat 
dibuktikan untuk konstanta    , sehingga berlaku: 

 ∫
 

     
    

 

 
     .

 

 
/    

Bentuk penyebut dalam integran yaitu:         
Selanjutnya, penyelesaian bentuk integran akan ditentukan 

dengan terlebih dahulu menentukan: ∫
 

        
    

Jika  ( )           dengan           , maka  ( ) 
definit positif dan selalu dapat dibawa ke bentuk: 

 ( )  (   )      
dengan           
sehingga:  

∫
 

        
    ∫

 

(   )        

  
 

 
     .

   

 
/    

Berdasarkan penurunan bentuk tersebut, maka diperoleh: 
 ( )           
             
  (   )    

Sehingga: 

∫
 

       
     ∫

 

(   )   
  

   .
 

√ 
     .

   

√ 
// 

  
 

 
√      .

   

 
√ / 

Contoh 11.2.6: 

Tentukan: ∫
    

       
      

Penyelesaian: 

∫
    

       
    ∫

 

 
(    )  
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  ∫
 

 
(    )

       
   ∫

 

       
   

  
 

 
  |       |   ∫

 

(   )   
   

  
 

 
  |       |   .

 

√ 
     .

   

√ 
// 

  
 

 
  |       |  

 

 
√      .

   

 
√ / 

 

11.3 Integral Subtitusi 
Untuk menentukan hasil integral dari suatu turunan fungsi 

yang memiliki bentuk yang sudah baku, maka dapat dilakukan 
secara langsung. Namun, jika turunan fungsi yang akan ditentukan 
hasil integralnya belum baku, maka terlebih dahulu perlu untuk 
menentukan sebuah subtitusi sehingga dapat mengubah turunan 
fungsi tersebut menjadi bentuk baku. Metode yang digunakan 
untuk melakukan hal tersebut yaitu aturan rantai yang merubah 
fungsi tak baku menjadi bentuk baku. Aturan rantai tersebut 
dikenal dengan metode subtitusi.  

Misal    ( ), 
  

  
   ( ), dan   merupakan suatu anti 

turunan dari   , maka: 

∫  ( ( ))  ( )   ∫  ( )    ( )     ( ( )     

Contoh 11.3.1: 
 Tentukan: ∫(    )       
 
Penyelesaian: 

Misal:       , maka 
  

  
   ⟹    

 

 
   

Sehingga: 

∫(    )     ∫   
 

 
   

  
 

 
∫      

  
 

 
.
 

 
    / 

  
 

  
(    )  
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Contoh 11.3.2: 
Tentukan: ∫     (     )        
Penyelesaian: 

Misal:        , maka 
  

  
      ⟹           

Sehingga: 
∫    (     )       ∫        

  
 

  
      

  
 

  
(     )     

Contoh 11.3.3: 
Tentukan: ∫    (    )    
Penyelesaian: 

Misal:       , maka 
  

  
   ⟹    

 

 
   

 
Sehingga: 

∫    (    )     ∫      
 

 
      

  
 

 
∫          

  
 

 
(       )  

   
 

 
   (    )  

 

 
  

 

11.4 Integral Parsial 
Jika hasil integral dari suatu turunan fungsi yang tidak baku 

tidak dapat ditentukan dengan menggunakan metode subtitusi, 
maka  hasil integral tersebut ditentukan dengan menggunakan 
metode parsial. Bentuk umum dari turunan fungsi yang 
diintegralkan dengan menggunakan metode parsial yaitu: ∫    . 
Misal:  1.     ( )  
 2.     ( ), dan 
 3.  ( )       ( )   ( ) 
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Maka: 
   ( )           
   ( )    ( )  ( )   ( )   ( ) 
Ketika kedua ruas diintegralkan, maka diperoleh: 
 ∫   ( )    ∫,  ( )  ( )   ( )   ( )-    
  ( )  ∫,  ( )  ( )   ( )   ( )-    
  ( )   ( )  ∫,  ( )  ( )   ( )   ( )-    
  ( )   ( )  ∫  ( )  ( )    ∫ ( )   ( )    
Sehingga: 

∫ ( )   ( )     ( )   ( )  ∫  ( )  ( )    

 
Misal: 1.      ( )     
 2.      ( )    
Maka: 
 ∫ ( )   ( )     ( )   ( )  ∫  ( )  ( )     
 ∫ ( )     ( )  ( )  ∫ ( )    
 ∫          ∫     
 
Contoh 11.4.1: 
Tentukan: ∫           
Penyelesaian: 

Misal:      , maka 
  

  
   ⟹         

           , maka ∫   ∫         
    ∫         
          
Sehingga: 
∫          ∫     

∫           (  )(     )  ∫           
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Catatan: 
Menentukan hasil integral dari turunan fungsi dengan 

menggunakan metode integral parsial harus memilih pemisalan   
dan    secara tepat. Hal ini dikarenakan akan menentukan hasil 
integral yang diperoleh. 

Pemilihan untuk pemisalan   dan    yang tidak tepat dapat 
menyebabkan bentuk fungsi yang diintegralkan menjadi lebih 
rumit dari bentuk awal. 
Berdasarkan contoh 11.4.1 yaitu menentukan ∫         . 

Misalkan bentuk pemisalan yang dipilih yaitu: 

      , maka 
  

  
                  

        , maka ∫    ∫      

     
 

 
       

Sehingga bentuk integral parsial menjadi: 
∫          ∫     

∫            (    )(   )  ∫           
Berdasarkan hasil yang diperoleh dari pemisalan tersebut, 

terdapat bentuk ∫            yang tidak dapat diintegralkan 
secara langsung, bahkan lebih rumit dari bentuk awal yang harus 
diintegralkan. Oleh karena itu, maka ketika memilih bentuk yang   
dan    yang dimisalkan harus setepat mungkin. 

 

11.5 Integral Parsial Berulang 
Contoh 11.5.1: 
Tentukan: ∫              
Penyelesaian: 

Misal:      , maka 
  

  
    ⟹          

            , maka ∫   ∫          
    ∫          
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Sehingga: 
∫          ∫     

∫            (  ) .
 

 
     /  ∫

 

 
            

  
 

 
        

 

 
∫            

Pada langkah terakhir terdapat bentuk ∫          , 
sehingga harus melakukan pengintegralan parsial kembali. 

Misal:      , maka 
  

  
   ⟹         

            , maka ∫   ∫          
    ∫          

    
 

 
(      ) 

Sehingga: 
∫          ∫     

∫            
 

 
        

 

 
∫            

  
 

 
        

 

 
0   . 

 

 
     /  ∫ 

 

 
          1 

  
 

 
        

 

 
       

 

 
∫          

  
 

 
        

 

 
       

 

 
.
 

 
     /    

  
 

 
        

 

 
       

 

  
        

Contoh 11.5.1 menunjukkan penyelesaian permasalahan 
integral dengan pengintegralan parsial sebanyak 2 kali. Secara 
konsep berapapun pengintegralan parsial yang dilakukan akan 
melalui proses yang sama. Namun, karena banyaknya proses yang 
harus dilakukan, tidak sedikit yang kemudian melakukan 
kesalahan dalam penyelesaian. 

Untuk mengurangi langkah yang panjang dalam 
penyelesaian, cara cepat berikut dapat digunakan untuk 
menentukan penyelesaian masalah pengintegralan parsial 
berulang. 
∫              
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Misal:      dan             
Sehingga: 

Tabel 11.1. Cepat Pengintegralan Parsial 
Turunan Integral 

      ( )             

   ( )  

 
       

  ( )  
 

 
       

0 ( )  
 

  
       

1. Perhatikan kolom turunan, baris selanjutnya merupakan hasil 
turunan dari baris di atasnya. Sedangkan kolom integral, baris 
selanjutnya merupakan hasil integral dari barus di atasnya. 

2. Kolom turunan berhenti ketika baris telah bernilai  , dan kolom 
integral berhenti mengikuti kolom turunan. 

3. Selanjutnya, tanda panah menunjukkan pasangan perkalian 
antara kolom turunan dan integral. Terdapat tanda ( ) dan 

(– ) yang menunjukkan nilai dari perkalian antara kolom 

turunan dan integral. 
 
Dengan menggunakan tabel tersebut, diperoleh: 
∫           

  .
 

 
     /    . 

 

 
     /   . 

 

  
     /     

  
 

 
        

 

 
       

 

  
        

Tidak semua bentuk pengintegralan parsial berulang dapat 
menggunakan tabel cara cepat. Misalkan contoh berikut: 
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Contoh 11.5.2: 
Tentukan: ∫             
Penyelesaian: 

Misal:      , maka 
  

  
   ⟹          

           , maka ∫   ∫         
    ∫         
         
Sehingga: 
∫          ∫     

∫                   ∫           
Pada langkah terakhir terdapat bentuk ∫          , sehingga 
harus melakukan pengintegralan parsial kembali. 

Misal:      , maka 
  

  
   ⟹          

           , maka ∫   ∫         
    ∫         
          
 
 
Sehingga: 
∫          ∫     

∫                   ∫           
         ,  (     )  ∫         - 
                ∫          
Perhatikan kesamaan yang diperoleh. Kedua ruas memuat bentuk 
∫           sehingga dapat disederhanakan menjadi: 
 ∫                          
 ∫         

 
  

             

 
  

∫            
 

 
  (         ) 
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11.6 Strategi Pengintegralan 
Untuk mengintegralkan suatu bentuk integran perlu untuk 

mengetahui terlebih dahulu tentang rumus-rumus pengintegralan 
dasar. Pada umumnya rumus-rumus dasar tersebut perlu untuk 
dihafalkan dan dikuasai. Dengan demikian, ketika dihadapkan pada 
permasalahan pengintegralan, rumus-rumus dasar yang telah 
dikuasai tersebut akan dapat berguna untuk memilih strategi 
pengintegralan. 

Ketika pemanfaatan rumus-rumus dasar masih belum 
dapat menyelesaikan permasalahan pengintegralan, maka dapat 
dengan mencoba strategi langkah Stewart (Meilasari & Handayani, 
2019), berikut: 
11.6.1 Menyederhanakan Integran Jika Memungkinkan 

Biasanya dengan memanipulasi aljabar atau kesamaan 
trigonometri dapat menyederhanakan integran dan menjadikan 
metode pengintegralan menjadi lebih jelas. 
Contoh 11.6.1.1: 

Tentukan: ∫√ (  √ )      

Penyelesaian: 
Permasalahan yang diberikan terdiri dari 2 fungsi 

sederhana, sehingga untuk mengintegralkannya dapat dilakukan 
dengan cara mengalikan kedua fungsi tersebut sehingga menjadi 
fungsi yang lebih sederhana dan menjadi 1 fungsi. 

∫√ (  √ )      ∫(√   )     

  ∫. 
 

   /     

Setelah dua fungsi dikalikan, terbentuk satu fungsi yang 
lebih sederhana. Integran yang telah sederhana tersebut kemudan 
dapat langsung diselesaikan dengan menggunakan rumus dasar 
integral.  
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Contoh 11.6.1.2: 
Tentukan: ∫(         )       
Penyelesaian: 

Untuk menyelesaikan fungsi integran yang diberikan, 
terlebih dahulu dapat menjabarkan bentuk aljabarnya dengan 
menggunakan sifat perkalian dua suku aljabar. 

(   )             
Dengan menggunakan sifat perkalian dua suku aljabar 

tersebut, maka integran yang diberikan dapat dijabarkan menjadi: 
(   )              
(         )                         

Sehingga: 
∫(         )      ∫(                
     )     

Setelah bentuk integran dijabarkan, maka selanjutnya 
bentuk fungsi trigonometri tersebut dapat disederhanakan 
berdasarkan identitas trigonometri. Pada bentuk integran baru 
hasil penjabaran integran semula, terdapat bentuk       dan 
     . Berdasarkan identitas trigonometri, kedua bentuk tersebut 
menjadi: 

               
Sehingga bentuk integran yang diberikan menjadi: 

∫(         )      ∫(                
     )    
  ∫(           )    

Bentuk akhir dari fungsi integran yang diberikan, kemudian 
dapat diintegralkan dengan aturan integral subtitusi. 

 
11.6.2 Mencari Subtitusi yang Jelas 

Ketika diberikan suatu fungsi    ( ) dalam integran 
yang memiliki diferensial atau turunan      ( )    pada 
integran terpisah dari faktor konstanta, maka untuk menyelesaikan 
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permasalahan integral tersebut menggunakan aturan integral 
subtitusi bukan integral parsial. 
Contoh 11.6.2.1: 

Tentukan: ∫
  

    
    

Penyelesaian: 
Berdasarkan permasalahan yang diberikan, diperoleh 

permisalan sebagai berikut: 

Misal:       , maka 
  

  
    ⟹          

Sehingga selanjutnya permasalahan tersebut dapat 
diselesaikan dengan aturan integral subtitusi. 
 
11.6.3 Membedakan Integran Berdasarkan Bentuknya 

Ketika dalam menyelesaikan permasalahan integral, 
ternyata langkah 1 dan 2 belum mengarah kepada penyelesaian 
yang diharapkan, maka perhatikan bentuk integran   ( ). 
1. Jika   ( ) merupakan hasil kali pangkat dari      dan     , 

     dan     , atau      dan     , maka penyelesaian dari 
bentuk integran yang diberikan tersebut dengan 
menggunakan aturan integral subtitusi dengan 
memanfaatkan rumus dasar integral fungsi trigonometri. 

2. Jika   ( ) merupakan fungsi rasional, maka penyelesaian 
dari masalah integral yang diberikan dapat menggunakan 
prosedur penyelesaian seperti contoh penyelesaian fungsi 
rasional yang telah dijabarkan. 

3. Jika   ( ) merupakan hasil kali pangkat dari suatu bentuk 
polinom dan fungsi transeden (seperti fungsi trigonometri, 
eksoponensial, atau logaritma), maka penyelesaian dari 
permasalahan integral yang diberikan dapat dengan 
memilih   dan    secara tepat. 

4. Jika muncul bentuk √      , maka penyelesaian dari 
permasalahan tersebut dengan menggunakan aturan 
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integral subtitusi trigonometri (seperti pada uraian sifat 
dasar lainnya dari suatu integral). 

5. Jika muncul bentuk √    
 

, maka penyelesaian dari 
permasalahan tersebut dengan menggunakan aturan 

integral subtitusi yang merasionalkan   √    
 

.  
 

11.6.4 Mencoba Lagi 
Ketika langkah 1, 2, dan 3 ternyata belum menghasilkan 

jawaban yang diharapkan, maka ingat kembali bahwa pada 
dasarnya terdapat dua aturan dalam pengintegralan, yaitu integral 
subtitusi dan integral parsial. 
1. Walaupun tidak ada subtitusi yang jelas (seperti pada 

langkah 2), kecerdikan bahkan keputusasaan dapat 
menyarankan suatu subtitusi yang tepat. 

2. Walaupun integral parsial hampir selalu digunakan untuk 
hasil kali seperti pada contoh pada langkah 3, terkadang 
dapat pula digunakan pada fungsi tunggal. Misal integral 
parsial untuk permasalahan       ,       , dan     
(dimana semua integran tersebut merupakan fungsi 
invers). 

3. Manipulasi integran juga dapat dilakukan, seperti 
merasionalkan penyebut atau menggunakan kesamaan 
trigonometri mungkin akan bermanfaat dalam mengubah 
bentuk integral menjadi bentuk yang lebih mudah. 
Manipulasi yang dilakukan mungkin lebih substansial 
dibandingkan dengan menipulasi sebelumnya pada langkah 
1 dan mungkin memerlukan kecerdikan. 

4. Jika sebelumnya telah memiliki pengalaman dalam 
pengintegralan, maka selanjutnya cenderung akan 
menggunakan aturan pengintegralan yang mirip dengan 
bentuk yang pernah ditemui, sehingga dalam penyelesaian 
permasalahan kemudian dapat dengan mengaitkan dengan 
permasalahan-permasalahan sebelumnya. 
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5. Penyelesaian permasalahan integral terkadang memerlukan 
beberapa metode untuk menentukan hasil suatu integral 
yang diharapkan. Penyelesaian dapat melibatkan beberapa 
subtitusi berbeda secara berurutan ataupun kombinasi 
pengintegralan parsial dengan satu atau lebih subtitusi. 

 

11.7 Soal Latihan 
1. Tentukan hasil integral dari masing-masing permasalahan 

yang diberikan berikut ini dan periksalah hasil 
penyelesaian yang diperoleh dengan mencari turunan dari 
masing-masing jawaban. 

a. ∫         b. ∫ √   
     

c. ∫ .       
 

   
 

  /   d. ∫
      

       

e. ∫
  

√     
    f. ∫

    

      
    

g. ∫
  

√ 
   √     h. ∫

    

       
    

i. ∫           j. ∫
 

       
    

k. ∫           l. ∫          

m. ∫√         n. ∫
   

     
     

 
2. Buktikan hasil pengintegralan berikut ini: 

a. ∫                                  
        
 

b. ∫
 

  √       
  

√    

  
   

 

c. ∫             
   (             )
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BAB 12 
MENGHITUNG LUAS PERMUKAAN 
DAN VOLUME BENDA PUTAR 
 
Oleh Jan Setiawan 
 
12.1 Luas Permukaan Benda Putar 

Dalam menentukan luasan permukaan yang dibentuk oleh 
fungsi yang diputar terhadap sumbu/poros tertentu tidak terlepas 
dari penentuan nilai panjang kurva/lintasan yang dibentuk oleh 
fungsi tersebut.  Pajang kurva dapat ditentukan dengan persamaan 
12.1 berikut, 

  ∫ √  (
  

  
)
  

 

   (12.1) 

dengan L adalah panjang kurva yang dibatasi oleh titik a 
dan b dengan fungsi y = f(x) (Irmayanti dkk, 2021; Hernaeny dkk, 
2021; Fernandez, 2019; Purcell, Varberg dan Rigdon, 2007; 
Stewart, Clegg, dan Watson, 2020). Sedangkan untuk fungsi x = h(y) 
yang dibatasi oleh titik c dan d, panjang kurvanya dituliskan dengan 
persamaan 12.2 berikut, 

  ∫ √  (
  

  
)
  

 

   (12.2) 

Ilustrasi penggunaan persamaan 12.1 dan 12.2, dapat 

digunakan untuk menentukan panjang kurva dari fungsi   
 

 
  , 

yang dibatasi oleh rentang 0 ≤ x ≤ 2. Untuk menyelesaikan 
persoalan ini dapat digunakan persamaan 12.1. Pada Gambar 12.1 
diberikan ilustrasi dari fungsi tesebut. 
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(a) (b) 
 

Gambar 12.1. Ilustrasi (a) fungsi   
 

 
   yang dibatasi oleh (b) 

rentang 0 ≤ x ≤ 2. 
 

Untuk menghitung panjang kurva diawali dengan 
menentukan turunan pertama dari fungsinya, 

  
 

 
    

diperoleh  
  

  
   

Selanjutnya hasil turunan pertama dan rentangnya 
diimplementasikan pada persamaan 12.1 

  ∫ √  (
  

  
)
  

 

   

  ∫ √  ( ) 
 

 

   

  ∫ √    
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Integrasi dari fungsi tersebut dapat dituliskan sebagai berikut, 

  (
 

 
 √     

 

 
  |  √    |)|

 

 

 

  (
 

 
 √  ( )  

 

 
  |  √  ( ) |)

 (
 

 
 √  ( )  

 

 
  |  √  ( ) |) 

  (√  
 

 
  |  √ |)           

Terlihat panjang kurva yang diperoleh dari perhitungan 
sebesar 2,9579 satuan panjang.  

Setelah mengetahui panjang kurva dari suatu fungsi, dapat 
ditentukan luas permukaan benda dari fungsi yang diputar 
terhadap sumbu tertentu. Secara umum luas permukaan benda 
putar dapat diilustrasikan pada Gambar 12.2 dan persamaan untuk 
penyelesaian benda putar pada gambar tersebut diberikan pada 
persamaan 12.4 (Irmayanti dkk, 2021; Hernaeny dkk, 2021; 
Fernandez, 2019; Purcell, Varberg dan Rigdon, 2007; Stewart, 
Clegg, dan Watson, 2020). Dari fungsi y = f(x) yang diputar 
terhadap sumbu-x, luas permukaan yang dibentuk dapat 
ditentukan dengan persamaan, 

      (12.3) 
Untuk panjang ( ) dapat diperoleh dari keliling ( ) yang 

dibentuk oleh kurva yang membentuk benda putar, dan dapat 
ditentukan dengan    . Sedangkan lebar ( ) dapat diperoleh 
dengan persamaan panjang kurva ( ).  Untuk luas permukaan 
yang sangat tipis dapat ditentukan dengan, 

         

       √  (
  

  
)
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  ∫    
 

 

√  (
  

  
)
 

   (12.4) 

Sedangkan dalam menghitung luas permukaan benda putar 
dari fungsi x = h(y) yang diputar terhadap sumbu-y dan dibatasi 
oleh titik c dan d, dituliskan dengan persamaan 12.5 berikut, 

  ∫    
 

 

√  (
  

  
)
 

   (12.5) 

Untuk menyelesaikan luas permukaan yang diilustrasikan 
pada Gambar 2.2, tahapan pertamanya adalah menentukan 
turunan pertama dari fungsi, 

  
 

 
      

diperoleh  
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Selanjutnya hasil turunan pertama dan rentangnya 
diimplementasikan pada persamaan 12.4 

 
(a) 

 
(b) 

Gambar 12.2. Ilustrasi penentuan luas permukaan benda putar (a) fungsi 

  
 

 
     yang dibatasi oleh rentang 0 ≤ x ≤ 2, (b) diputar terhadap sumbu-x. 
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  ∫   (
 

 
     )

 

 

√  ( )    

   ∫ .  √       √    /
 

 

   

   (∫   √    
 

 

   ∫   √      
 

 

) 

   (( 
 

 
(
 

 
 √     

 

 
  |  √    |)

 
 

 
 (    )   )|

 

 

  ((
 

 
 √     

 

 
  |  √    |)|

 

 

)) 

   ([( 
 

 
(
 

 
 √     

 

 
  |  √    |)

 
 

 
 (    )   )

 ( 
 

 
(
 

 
 √     

 

 
  |  √    |)

 
 

 
 (    )   )]

 * ((
 

 
 √  ( )  

 

 
  |  √  ( ) |)

 (
 

 
 √  ( )  

 

 
  |  √  ( ) |))+) 

   ([( 
 

 
(√  

 

 
  |  √ |)  

 

 
√ )   ]

 [ (√  
 

 
  |  √ |   )])          
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terlihat luas permukaan yang diperoleh dari perhitungan sebesar 
52,4088 satuan luas.  
 

12.2 Volume Benda Putar 
Setelah mengetahui penentuan panjang kurva dan luas 

permukaan benda putar, besaran berikutnya yang perlu diketahui 
adalah volum benda putar.  Secara umum volume ( ) ditentukan 
oleh persamaan 12.6 (Purcell, Varberg dan Rigdon, 2007), 

      (12.6) 
dengan   adalah luas alas, dan   adalah tinggi benda.  Pada 

volume benda putar, luas alas dapat diambil dari permukaan yang 
dibentuk oleh kurva yang diputar Apabila tinggi benda digantikan 
dengan bagian yang sangat kecil seperti ditunjukan oleh bidang B 
pada Gambar 12.3. 

 
Gambar 12.3. Ilustrasi penentuan volume benda putar. 
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Volume dari bidang B dapat ditentukan dengan 
menggunakan  ( ) sebagai luas permukaan bidang tersebut. 
Sehingga persamaannya dapat dituliskan sebagai berikut,  

    ( )      
 Sehingga secara umum persamaan volume benda putar 

yang diputar terhadap sumbu-x dituliskan pada persamaan 12.7 
(Irmayanti dkk, 2021; Hernaeny dkk, 2021). 

  ∫  ( )
 

 

   (12.7) 

  
12.2.1 Metode Cakram 

Metode pertama yang akan digunakan dalam 
menyelesaikan volume benda putar adalah metode cakram. 
Metode ini dapat digunakan pada benda putar yang tidak memiliki 
rongga atau celah pada sisi  yang akan menjadi alasnya. Sehingga 
dapat dikatakan metode ini dapat diaplikasikan pada benda putar 
yang menghasilkan benda pejal. Salah satu bentuknya seperti 
ditunjukkan pada Gambar 12.3.  Untuk menyelesaikan penentuan 
volumenya dari persamaan 12.7, fungsi   ( )          
  ( ) .  Secara umum penentuan volume benda putar dengan 
metode cakram ditentukan dengan persamaan 12.8 (Irmayanti 
dkk, 2021; Hernaeny dkk, 2021; Fernandez, 2019; Purcell, Varberg 
dan Rigdon, 2007; Stewart, Clegg, dan Watson, 2020). 

  ∫   ( ) 
 

 

   (12.8) 

Diberikan ilustrasi fungsi yang akan membentuk benda 
putar pada Gambar 12.4.  Untuk penentuan volume benda putar 
tersebut dengan metode cakram luasan permukaan alas yang 
dibentuk adalah, 

 ( )    ( )  

 ( )   (
 

 
√ )
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 ( )  
 

 
   

  ∫  ( )
 

 

   

  ∫
 

 
  

 

 

   

  
 

 
 (

 

 
  )|

 

 

   

  
 

 
 [(

 

 
  )  (

 

 
  )]  

 

 
 (  

 

 
)  

  

 
         

 
Dari perhitungan, volume benda putar yang terbentuk 

diperoleh sebesar 5,8905 satuan volume 

 
(a) 
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(b) 

Gambar 12.4. Fungsi   
 

 
√   diputar terhadap sumbu-x yang 

dibatasi oleh x = 1 dan x = 4. 
 

12.2.2 Metode Cincin 
Metode cincin ini memiliki keunikan dapat digunakan pada 

benda putar yang memiliki rongga atau celah pada sisi yang akan 
menjadi alasnya. Salah satu bentuknya seperti ditunjukkan pada 
Gambar 12.5.  Untuk menyelesaikan penentuan volumenya dari 
persamaan 12.7, fungsi   ( )   ,  

    
 -   ,  

    
 -  

 , ( )   ( ) -. Secara umum penentuan volume benda putar 
dengan metode cincin ditentukan dengan persamaan 12.9 
(Irmayanti dkk, 2021; Hernaeny dkk, 2021; Fernandez, 2019; 
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Purcell, Varberg dan Rigdon, 2007; Stewart, Clegg, dan Watson, 
2020). 

  ∫  , ( )   ( ) -
 

 

   (12.9) 

 
Gambar 12.5. Ilustrasi penentuan volume benda putar 

menggunakan metode cincin. 
  

Sebagai contoh diberikan dua buah fungsi    dan    yang 
diputar terhadap sumbu-x. Kedua fungsi dibatasi oleh x = 0 dan x = 
1,5.  Ilustrasi untuk persoalan ini diberikan pada Gambar 12.6. 
Untuk menentukan luas bidang alasnya ditentukan dengan 
menggunakan persamaan 

 ( )   ,  
    

 - 
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(a) 

 
(b) 

Gambar 12.6. Fungsi    
 

 
     dan          diputar 

terhadap sumbu-x yang dibatasi oleh x = 0 dan x = 1,5. 
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 ( )   *(
 

 
   )

 

 (    ) + 

 ( )   *
        

 
     + 

 

  ∫  ( )
 

 

   

  ∫  (
        

 
     )

   

 

   

   (
 

 
(
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  )|

 

   

 

   ( 
  

 
 

  

  
 

   

 
)|

 

 
 

 

   *( 
(   ) 

 
 

(   ) 

  
 

 (   ) 

 
)   +         

        
 

Dari perhitungan, volume benda putar yang dibentuk dari 
irisan fungsi    dan    diperoleh sebesar 6,7152 satuan volume. 

 
12.2.3 Metode Silindris 

Metode ini merupakan metode yang lebih fleksibel dalam 
menentukan volume benda putar.  Metode silindris sangat 
mungkin digunakan untuk menentukan volume benda putar baik 
benda pejal maupun benda berongga atau yang memiliki celah. 
Ilustrasi penentuan volume benda putar dengan metode ini 
diberikan pada Gambar 12.7.  Untuk menyelesaikan penentuan 
volumenya dari persamaan 12.7, fungsi   ( )            
    ( ).  Secara umum penentuan volume benda putar dari fungsi 
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yang diputar terhadap sumbu-y menggunakan metode silindris 
ditentukan oleh persamaan 12.10 (Irmayanti dkk, 2021; Hernaeny 
dkk, 2021; Fernandez, 2019; Purcell, Varberg dan Rigdon, 2007; 
Stewart, Clegg, dan Watson, 2020). 

  ∫     ( )
 

 

   (12.10) 

Penyelesaian volume benda putar dari fungsi    
 

 
    

yang duputar terhadap sumbu-y dengan batas integrasi 0 dan 4 
sebagai berikut, 

 ( )      ( )     ( 
 

 
    ) 

sehingga bentuk integrasi untuk volumenya adalah, 

  ∫  ( )
 

 

   

  ∫    ( 
 

 
    )

 

 

   

     ∫ ( 
  

 
   )

 

 

   

     * 
  

  
 

  

 
+
 

 

 

     *( 
  

  
 

  

 
)  ( 

  

  
 

  

 
)+     (

 

 
)  

  

 
  

Volume benda putar yang dibentuk dari fungsi    
 

 
   , 

diperoleh sebesar 
  

 
   83,7758 satuan volume. 



 

165 

 
(a) 

 
(b) 

Gambar 12.7. Ilustrasi (a) fungsi    
 

 
    yang diputar 

terhadap sumbu-y, (b) silindris dalam penentuan volume benda 
putar. 
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BAB 13 
APLIKASI INTEGRAL 
 
Oleh Sediyanto 
 
13.1 Pendahuluan 

Integral merupakan konsep penjumlahan secara 
berkesinambungan dalam matematika bersama inversnya 
diferensial dan dikembangkan untuk menyelesaikan masalah yang 
berkebalikan dengan solusi diferensiasi, sehingga integral juga 
disebut dengan antiderivatif atau anti turunan. Dalam 
Pengaplikasiannya sendiri, integral banyak ditemukan pada 
bidang-bidang lainnya, terutama ilmu fisika maupun teknik(Utari & 
Utami, 2020).   

Seperti yang kita ketahuijenis Integral ada dua, yaitu 
integral tertentu serta integral tidak tentu. Integral tentu 
merupakan integral yang mempunyai ambang batas nilai atas dan 
batas nilai bawah. Sedangkan integral tidak tentu merupakan 
integral yang tidak mempunyai ambang batas nilai atas dan 
ambang batas nilai bawah dan ini biasanya digunakan untuk 
memperoleh nilai atau fungsi daerah asal atau domain dari turunan 
suatu fungsi(Supriyatin & Masanggeni, 2022). 

Pada Aplikasi integral banyak permasalahan atau pun 
pembahasan yang berhubungan dengan konteks keseharian si 
pembelajar dan keadaan ini membutuhkan langkah-langkah 
seperti identifikasi masalah, asumsi , manipulasi dalam 
pembentukan model matematikanya. Pemodelan matematika yang 
di inginkan dapat berupa representasi matematika yang meliputi 
representasi verbal , visual dan simbolik / model. Representasi 
visual merupakan tahapan utama pemecahan masalah dalam 
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aplikasi kalkulus integral untuk menetapkan batas integrasi suatu 
daerah(Lusiana, 2019). 
 

13.2 Luas Daerah Bidang Datar 
Dalam matematika, luas daerah bidang datar merupakan 

salah satu aplikasi penting dari integral. Luas daerah bidang datar 
adalah ukuran ruang yang dimiliki oleh sebuah bidang datar 
tertentu. Untuk menghitung luas daerah bidang datar, integral 
dapat digunakan sebagai salah satu metode perhitungan yang 
efektif dan akurat. 

Dalam menggunakan integral untuk menghitung luas 
daerah bidang datar, area bidang datar tersebut dibagi menjadi 
beberapa bagian dengan lebar Δx yang sangat kecil. Kemudian, 
setiap bagian dihitung luasnya dengan menghitung integral dari 
kurva fungsi yang merepresentasikan batas atas dan batas bawah 
dari setiap bagian. Total luas daerah bidang datar tersebut 
kemudian dihitung dengan menjumlahkan luas setiap bagian kecil 
tersebut. 

Secara matematis, rumus untuk menghitung luas daerah 
bidang datar dengan integral adalah sebagai berikut: 


b

a

dx YL  Batas-batasnya  ada pada sumbu-x 

atau 


d

c

dy XL  

Tentukanlah luas daerah bidang datar yang dibatasi 

oleh     
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Penyelesaian :  
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∫     
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13.3 Volume Benda Putar 
Volume benda putar merupakan konsep matematika yang 

digunakan untuk menghitung volume suatu benda yang terbentuk 
dari benda putar. Pada aplikasi integral, konsep volume benda 
putar dihitung dengan menggunakan integral . 

Benda putar adalah benda tiga dimensi yang dihasilkan dari 
memutar suatu kurva tertentu sepanjang sumbu tertentu. 
Misalnya, benda putar dapat dihasilkan dari memutar sebuah 
kurva lingkaran atau kurva fungsional sepanjang sumbu x atau 
sumbu y. 

Secara matematis, jika sebuah bidang diputar di sekitar 
sumbu x atau sumbu y, maka volume benda putar yang dihasilkan 
dapat dihitung dengan integral tertentu dengan batas yang sesuai. 
Jika sebuah bidang diputar di sekitar sumbu x, maka volume benda 
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putar dapat dihitung dengan menggunakan integral tertentu 
dengan batas bawah dan atas yang sesuai dengan batas integral 
dari sumbu x. 

Contoh penerapan integral dalam menghitung volume 
benda putar adalah saat menghitung volume tabung, bola, kerucut, 
dan lain sebagainya. Dalam kasus ini, perhitungan integral 
dilakukan dengan menggunakan rumus-rumus geometris dan 
integral untuk mencari volume benda putar yang dihasilkan dari 
memutar bidang geometris tersebut. 

Tentukan luas kulit dan volume benda putar jika y=  diputar 
mengelilingi sumbu x mulai dari x=1 sampai x=3 
 
Penyelesaian : 
Grafik y = ¼ x3 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
a) Perputaran mengelilingi sumbu x dari x=1 sampai x=3 
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13.4 Panjang Kurva 
Panjang kurva adalah jarak total yang ditempuh oleh suatu 

kurva atau garis lengkung dari satu titik ke titik yang lain di 
sepanjang kurva tersebut. Dalam aplikasi integral, untuk 
menghitung panjang kurva, digunakan integral.  

Secara matematis, panjang kurva dapat dihitung dengan 
menggunakan integral tertentu. Dalam proses perhitungan, kurva 
atau garis lengkung yang diberikan dapat dipecah-pecah menjadi 
sejumlah bagian yang sangat kecil sehingga dapat didekati oleh 
garis lurus. Kemudian, panjang setiap bagian kecil tersebut 
dihitung dengan menggunakan rumus Pythagoras dan dijumlahkan 
untuk mendapatkan panjang kurva secara keseluruhan. 
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Pada gambar AB adalah suatu bagian kurva ).(xfy   

dan merupakan limit penjumlahan dari panjang sekumpulan 
tali busur BPPPPPPPAP nnn 11243211 ,,...,,   yang 

menghubungkan titik-titik pada busur itu. Jika banyaknya titik-
titik pada kurva )(xfy  banyaknya menuju tak hingga maka 

panjang tiap tali busur tersebut menuju nol.  
Selanjutnya jika ),( caA dan ),( dbB sebarang dua titik 

pada kurva )(xfy  dengan turunan )(xfy   adalah )('' xfy 

yang masing-masing kontinu pada interval bxa  maka 
panjang tali busur dinyatakan sebagai berikut : 
 
 
 
 
 
 

Dengan cara yang sama, jika ),( caA dan ),( dbB dua titik 

pada kurva yang persamaannya dinyatakan dengan )(yfx   

dengan )(yfx   turunannya adalah )('' yfx  yang masing-
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masing kontinu pada dyc  maka panjang busur AB dinyatakan 

sebagai berikut : 
 
 
 
 
 
 
 

Tentukan panjang  tali busur AB pada kurva 22 8xy   jika 

)0,0(A  dan )2,1(B  

 
Penyelesaian : 

Karena 22 8xy   maka x
dx

dy
y 162   atau 

282

16

x

x

dx

dy
 dan 

berubah dari 0x  dan 1x  sehingga  
 
 
 
 
 
 
 

 1
033x  
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