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BAB 1
SISTEM KOORDINAT SEGI EMPAT

Oleh Fathan Mubina Dewadi

1.1 Pendahuluan

Penggunaan sistem koordinat sangat penting dalam
matematika, fisika, dan teknik, karena memungkinkan
pembuatan plot dan analisis titik-titik dalam ruang secara
akurat (Alfianto et al, 2023). Meskipun sistem koordinat
kartesius adalah yang paling umum digunakan, ada sistem
koordinat lain yang sama pentingnya (F. M. Dewadi, n.d.-b). Kita
akan mempelajari sistem koordinat empat kali lipat, yang terdiri
dari sistem koordinat kartesius, kutub, silinder, dan bola (Dahri
etal, 2023).

Sistem koordinat kartesius adalah sistem koordinat 2D
yang menggunakan sumbu X dan Y untuk memplot titik (Nanda,
Dewadi, et al, 2023). Nama sistem ini diambil dari nama ahli
matematika dan filsuf Perancis Rene Descartes, yang
menemukan sistem ini pada abad ke-17 (F. M. Dewadi, Kristiana,
et al, 2023). Sumbu X melambangkan sumbu horizontal,
sedangkan sumbu Y melambangkan sumbu vertikal (F. Dewadi
et al, 2023). Titik perpotongan kedua sumbu disebut titik asal
(F. M. Dewadi, Milasari, et al, 2023). Sistem koordinat cartesian
banyak digunakan dalam geometri, aljabar, dan trigonometri (F.
M. Dewadi, Wibowo, et al.,, 2023).

Sistem koordinat kutub merupakan sistem koordinat 2D
yang menggunakan sudut dan jarak dari titik asal ke titik plot
(Santosa et al, 2022). Namanya diambil dari nama ahli
matematika Yunani Apollonius dari Perga, yang pertama kali
menggunakan sistem ini pada abad ke-3 SM (Khoirudin et al,
2021a).

Sistem koordinat kutub berguna dalam menganalisis
gerak melingkar dan rotasi, serta dalam studi bilangan
kompleks (F. M. Dewadi, Nanda, et al, 2023). Jarak dari titik asal
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disebut koordinat radial, sedangkan sudut disebut koordinat
sudut (Nanda, Supriyanto, et al., 2023).

Sistem koordinat silinder merupakan sistem koordinat
3D yang menggunakan sudut, jarak dari titik asal, dan tinggi
untuk memplot titik (Mubina & Amir, 2022). Hal ini berguna
dalam menganalisis objek silinder, seperti pipa, dan dalam studi
kalkulus vektor (Nanda, Karyadi, et al, 2023). Sistem koordinat
bola adalah sistem koordinat 3D lain yang menggunakan jarak
dari titik asal, dua sudut, dan berguna dalam menganalisis objek
berbentuk bola, seperti planet, dan dalam studi kalkulus vektor
(F. M. Dewadi, 2021b). Sistem koordinat empat Kkali lipat adalah
alat penting dalam matematika, fisika, dan teknik
(Kusmiwardhana et al, 2023). Sistem koordinat Kkartesius,
kutub, silinder, dan bola semuanya unik dengan caranya
masing-masing dan digunakan untuk menganalisis berbagai
jenis objek dan fenomena (F. M. Dewadi, 2023d). Memahami
sistem koordinat ini sangat penting bagi siapa pun yang
mempelajari bidang ini dan dapat mengarah pada penemuan
dan terobosan baru dalam ilmu pengetahuan dan teknologi
(Nanda & Dewadi, 2023). Dalam sistem koordinat siku empat,
terdapat beberapa sub-bab atau konsep terkait yang penting
untuk dipahami (F. M. Dewadi, Kiswanto, et al., 2022).

1.2 Koordinat Titik
Dalam kalkulus, ada beberapa rumus yang berkaitan
dengan koordinat titik, terutama dalam konteks fungsi dan
perhitungan turunan serta integral (Muhammad et al, n.d.).
Jarak d antara dua titik (x1, y1) dan (x2, y2) dalam ruang

dua dimensi dapat dihitung menggunakan rumus jarak Euklides
(F. M. Dewadi, Bachtiar, et al., 2023):

d= ,,j(xz— x1)? 4+ (y2 — y1)?

Kemiringan (slope) m dari sebuah garis yang melewati
dua titik (x1, y1) dan (x2, y2) adalah (Lawi et al., 2023):



_ ¥2—yl
x2—x1

Persamaan garis yang melalui titik (x1, yi1) dengan
kemiringan m adalah (F. M. Dewadi, 2023c):

y-y1=m (X -x1)
Atau dalam bentuk lain (F. M. Dewadi, 2022):
y =mX + (y1 - m.Xx1)

Untuk fungsi y = f(x), turunan pertama atau derivatifnya
f(x) adalah (F. M. Dewadi, 2023b):

f()=lim -»h 0L=EL

Integral definit I dari fungsi f(x) dalam interval [a, b]
adalah (F. M. Dewadi, 2023a):

[= f: flax)dx

Integral tak tentu dari fungsi f(x) adalah (F. M. Dewadi,
n.d.-a):

[ f(x) dx
Ini adalah fungsi yang disebut juga sebagai "antiturunan”
dari f (x) (Supriyati et al., 2022). Teorema dasar kalkulus

menghubungkan integral tak tentu dan turunan. Dinyatakan
sebagai berikut (F. M. Dewadi et al., 2021):

[7 f(x)dx = f(b) - f(a)

Integral ganda dari fungsi f(x,y) dalam sebuah wilayah R
dalam ruang dua dimensi adalah (Wibowo et al., 2022):



1.3 Garis dan Vektor

Jika memiliki dua titik (x1,y1) dan (xz,y2) yang melalui

garis, maka persamaan garis tersebut dapat dituliskan dalam
bentuk slope-intercept y=mx+b, di mana (F. M. Dewadi et al,
2019):

Kemiringan (slope) m adalah (Asari et al., 2016):

i2-y1
m =2

x2-x1

Intersep b adalah (F. M. Dewadi, Amir, et al., 2022):

b =y1i—-mxi

1.4 Soal-Soal Latihan

1.

Tentukan koordinat dari titik A dan titik B, serta hitung
jarak antara keduanya dalam sistem koordinat 2D (F. M.
Dewadi, 2021a)

Hitung slope (kemiringan) dari garis yang melewati titik A(-
2, 3) dan titik B(4, -1) (Nanda et al., 2022)!

Tentukan persamaan garis yang melalui titik P(1, 2) dengan
kemiringan (slope) sebesar -3 (Suhara et al., 2023)!

Hitung kemiringan (slope) dari garis yang melalui titik A(3,
4) dan titik B(7, 8) (Khoirudin et al., 2021b)!

Hitung dot product (skalar product) antara dua vektor
v=(2,3) dan w=(-1,5) (Mulyadi & Dewadi, 2021)!
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BAB 2
FUNGSI TRIGONOMETRI

Oleh Sari Puspita

2.1 Pendahuluan

Dalam bahasa Yunani, istilah "trigonon" berarti "tiga
sudut,” dan "metron" berarti "mengukur." Ini adalah asal dari
istilah "trigonometri". Pada trigonometri dipelajari hubungan
antara panjang dan sudut segitiga. Konsep kesebangunan
segitiga siku-siku adalah dasar trigonometri. Fungsi-fungsi
trigonometri umum didefinisikan berdasarkan sudut-sudut
segitiga seperti gambar berikut:

7 b
. opposite i
sm=————=—
hyvpotenuse ¢
adjacent b
cosf=————— = —
hvpotenuse ¢

Secara umum, dasar definisi fungsi trigonometri adalah
lingkaran satuan. Misalkan C yang berjari-jari 1 adalah lingkaran
satuan dengan titik pusat berada pada titik (0,0) serta memiliki
persamaan x-+ ¥° =1, Nyatakan A sebagai titik (1,0) dan
t € R*, maka terdapat tepat satu titik P(x,y) pada lingkaran C
sehingga panjang busur AP yang diukur berlawanan arah
dengan jarum jam dari 4, sama dengan t.
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Jika t>2m, maka untuk menelusuri busur AP
membutuhkan lebih dari satu putaran lingkaran C.

Jika t < 0, maka lingkaran C akan memiliki titik P tepat
satu dimana panjang busur AP dapat diukur searah perputaran
jarum jam sebesar t. Jadi, sebuah titik unik P(x,y) pada lingkaran
C dapat disesuaikan dengan sebarang bilangan riil ¢. Dengan
demikian, diperoleh definisi sinus (sin) dan kosinus (cos)
berikut:

Definisi Fungsi Sinus dan Kosinus

Misalkan bilangan riil ¢t menentukan titik P(x,y) seperti di

atas, maka:

sint =y dancost = x

2.2 Sifat-sifat Dasar Sinus dan Kosinus

Daerah asal dari fungsi sinus dan kosinus berdasarkan
definisi di atas adalah (-0, 00), karena t merupakan bilangan riil
sembarang. Nilai x dan y selalu berada antara -1 dan 1, sehingga
fungsi sinus dan kosinus memiliki nilai pada interval [-1,1].
Karena keliling lingkaran satuan adalah 2w, maka t dan t + 27
menentukan titik P(x,y) yang sama, sehingga diperoleh:

sin(t + 2w) = sint
cos(t + 2m) = cost
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Perhatikan gambar berikut:

N

Gambar 2.1. Titik P1 dan P, pada Lingkaran Satuan

Dari gambar di atas, terlihat bahwa titik P; dan P; yang
berpadanan dengan t dan -t simetri terhdap sumbu-x. Terlihat

juga bahwa koordinat x-nya memiliki tanda
sementara koordinat y-nya berlawanan tanda.

diperoleh;

sin(—t) = —sint
cos(—t) = cost

yang sama,
Sehingga

Dengan demikian, sinus adalah fungsi genap dan kosinus

adalah fungsi ganjil.

Perhatikan juga gambar berikut:

<

\

ey

s

4

I

A
/
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Gambar 2.2, Titik P3 dan P4 pada Lingkaran Satuan

Titik P3 dan Ps yang berpadanan dengan t dan T/, —t
simetri terhadap garis ¥ = x sehingga koordinat-koordinatnya
saling bertukar. Artinya;
sin[”,f2 — t} = cost
cos [Hfz — r] = sint

Karena (xy) berada pada lingkaran satuan dengan
x*+¥* =1, maka untuk setiap t bilangan riil, diperoleh
kesamaan identitas yang menghubungkan fungsi sinus dan
kosinus berikut:

sin’t 4+ cos’t = 1

Berikut ini adalah empat fungsi trigonometri lainnya:

sint
tant =
cost
1
sect =
cost
cost
cott = —
sint
1
csct = —
sint
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Hubungan Dengan Trigonometri Sudut

Sudut dapat diukur baik dalam derajat maupun radian, dimana:

360° = 2x radian

180° = 7 radian & 3,1415927 radian
1 radian & 57,29578°

1% % 0,0174533 radian

Contoh Soal:

Ubahlah besaran derajat berikut menjadi radian.
1. 240°=---radian
2. 22,5° = ---radian

Penyelesaian:
2]

1. 240° = 240 (ﬁ) =7 radian
2. 22,5°=1225 {ﬁ) = § 7 radian

Nilai trigonometri sudut-sudut istimewa dapat dilihat

pada tabel berikut:

t t sint | cost
(derajat) | (radian)
0 0 l{] 1
30 T 3
/6 / 2 V3 5
T = =
45 /4 V2 ’{2 V2 H;'z
60 o[V, e
90 /s 1 0
120 Zﬁﬂ% ""Ez'rz _13{2
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t t sint | cost
(derajat) | (radian)
3T = .
150 o 1, | =3
/ [ / 2 / 2
180 3 0 -1

Contoh Soal:
Hitunglah tanpa menggunakan kalkulator:

1. tan(Z)
2. csc(Z)

Penyelesaian:

2.3 Grafik Sinus dan Kosinus

Berikut adalah grafik fungsi sinus dan kosinus.
‘ )

T

=

| 4=

NS

Gambar 2.3. Grafik Sinus dan Kosinus

Berdasarkan grafik pada Gambar 2.5, diketahui bahwa:

1. Nilai sin t dan cost berada pada [-1,1].
2. Kedua grafik berulang dengan sendirinya di selang yang

berdampingan sepanjang 2m.
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3. Grafik fungsi ¥ = sint simetri terhadap titik asal, dan fungsi
v = cost simetri terhadap sumbu-y.

4. Grafik fungsi ¥ = sint sama dengan grafik fungsi ¥ = cost,
tetapi digeser sejauh ™ /> satuan ke kanan.

2.4 Identitas Trigonometri

Kesamaan berikut berlaku untuk semua x dan y, asalkan
kedua sisi didefinisikan pada nilai x dan y yang dipilih.
Identitas Ganjil-Genap

sin(—x) = —sinx
cos(—x) = cosx
tan(—x) = —tanx
Identitas Ko-fungsi

sin(”fz —x) =cosx
cos (HXE —x} =sinx
tan [Hfz - x) = cotx

Ideptitas Plﬂlytagoras
sin“x + cos*x =1
1 4 tan®x = sec®x
1 4 cot®x = esc’x

Identitas Penambahan

sin(x + v) = sinxcosy + cosxsiny
cos(x + v) = cosxcosy — sinx siny
tanx +tany

l—tanxtany

tan(x + y) =

Identitas Sudut Ganda
sin2x = 2sinx cosx
cos2x = cos “x —sin®x = 2cos®x —1 = 1 — 2sinx

Identitas Setengah Sudut
1 —cos2x

2

sin“x =

17



14 cos2x

cos’x =
2
Identitas Penjumlahan
nx 4 si 5 i («“‘-""F) («T—}’)

sinx + siny = 2sin cos

B 2 2

n 5 (x + }r) (x - }r)

cosx + cosy = 2 cos cos

: 2 2
Identitas Perkalian

1

sinx siny = -3 [cos(x +v) — cos(x — y)]

1
COSX COSY = E[ccrs(x +¥) +cos(x —y)]
1
sinxcosy = E[Sin(x + ¥) + sin(x — y)]
Contoh Soal:

Buktikan bahwa kesamaan berlkut benar.
1. (14 sinz)(1—sinz) =

BEI:‘ =

secttd _r_l =sin®t
gac”™
Penyelesaian:
1. (1+sinz)(1—sinz) =1—sin*z =cos®z = l=
. gEec™ =
2, EE g 1 —1—cos?t=sin’t
gac”™ gec” t
Latihan Soal.
1. Ubahlah besaran derajat berikut menjadi radian.
a. 18° = ---radian
b. 540° = ---radian
c. —60° = ---radian

2. Hitunglah tanpa menggunakan kalkulator:

a. sec(™)
b. cot G)
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c. sec(m)

3. Buktikan bahwa kesamaan berikut benar.

a. (sect —1)(sect+1) =tan®t
b. sect —sinttant = cost
c. cottltant + cott) = csct
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BAB 3
ATURAN RANTAI

Oleh Rini Yunita

3.1 Pendahuluan

Pada bab ini akan membahas tentang turunan fungsi
komposisi dan menentukan turunan fungsi menggunakan
aturan rantai. Dimana turunan fungsi komposisi merupakan
dasar dari aturan rantai.

3.2 Turunan Fungsi Komposisi
Teorema:

Andaikan v = f(u) dan u=g(x). Jikka g
terdiferensiasikan di x dan f terdiferensiasikan di u = g(x),
maka  fungsi  komposisi  feg,  didefenisikan  oleh
(fog)(x) = f(g(x)) terdiferensiasikan di x dan

(feg)'(x) = f'(g(x))g'(x)

MakaD, (f(g(x))) = f'(9(x))g’ ()
Atau D, yv= D, vD u
Dengan kata lain turunan fungsi komposisi adalah

turunan fungsi terluar yang dihitung pada fungsi yang lebih
dalam dikali dengan turunan.

Contoh 1.
Jika v = (2x* — 4x + 1)*® tentukan D,y
Jawab:

Berdasarkan teorema, maka misalkan ¥ = f(u) dan u = g(x)
untuk fungsi y = (2x* — 4x + 1)*°

Maka v = f(u) = u*® dan u = g(x) = 2x* — 4x + 1, maka u®®
adalah fungsi terluar dan 2x* — 4x + 1 adalah fungsi yang lebih
dalam.
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Dengan f'(u) = 60u**dan g'(x) = 4x — 4
Sehingga:
D.y= (fog)'(x) = f'(g(x))g' ()
D.y= (60u®")(4x — 4)
D v =60(2x" —4x + 1) (4x — 4)
D v =60(4x — 4)(2x* — 4x + 1)**
D,y = (240x — 240)(2x* — 4x + 1)*°

3.3 Aturan Rantai
Bentuk lain dari penulisan turunan fungsi komposisi
dikenal dengan aturan rantai, yaitu sebagai berikut:

Apablla Vv fungsi dari 1t ditulis V:f(uj dan :_-: ada

(memiliki turunan) dan u fungsi dari x ditulis © = g(x)dan :—:

dy
dx

(memiliki turunan), maka ¥ fungsi dari x dan ada, dan

dituliskan sebagai berikut:

dy dy du
dx _du  dx
Contoh 2.
Jika ¥ = (2x* — 4x + 1)*° tentukan :—i
Penyelesaian:

Misalkan u sebagai fungsi dari x (fungsi yang mengandung
variabel x).

Yaitu : u=g(x]=2x:—4x+l:‘-:—:=4x—4
Maka y= flu) =u® = :—} = 60u*?
u
i dy _ 4y, du
Sehingga o N

= (60u*?) (4x—4)

= 60(4x — 4) u*®

= (240x — 240) u*®
Gantiu = 2x* —4x + 1,
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= (240x — 240)(2x* — 4x + 1)*°

Contoh 3.

dy .
Tentukan n_} dari In x?
&4

Penyelesaian
Misalkan u=g(x)=x? =}:—: = 3x°

dy 1
Maka y=lhu==<==
N du u

dy _ dy . du

Sehingga P

Ganti u = x? diperoleh
3x”

a3

x
3
x

Contoh 4.
Tentukan :—} dariy = vx3¥—x

X

Penyelesaian:

Rubah bentuk akar menjadi bentuk berpangkat sehingga
1

y=(x*—x)2

Misalkan u = g(x)= [xa—sz‘,-:—j:Ex:— 1

L 1
Maka y=w=_—=-u:
u

Sehingga ===
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(3x7-1) -
= —Uu =

rakd

_ (3z°-1)

Lap

2u
Ganti u=x%—x
_ (3x"-1)

Z(x®—x)z
_ (3x*-1)

-

2= —x)

Contoh 5.

Diketahui ¥ = sin(x? + 1), tentukan :—3'
X

Penyelesaian:

Misalkan u = g(x) = (x*+ 1)

. du
maka turunandari ©« = — = 2x

dx
dan y = sin(u) =2 = cos(w)
i dy _ 4y, du
Sehingga L= % =
= cos(u) (2x)
= 2x cos(u)
Ganti u=x*+1
= 2x cos(x* + 1)
Contoh 6.
Tentukan :—'} dari v = pSin2x
kg
Penyelesaian:
Misalkan u=g(x) =sin2x = :_: — 9 cos 2x
) du
i dy _ dy , du
Sehingga D=
= e*(2cos 2x)

24



Ganti u =sin2x
= "™ ™ (2cos 2x)
= 2cos2x e¥0 %
3.3.1 Aturan Rantai Bersusun
Apabila dalam penggunaan aturan rantai pada sebuah
fungsi komposisi, terdapat turunan fungsi yang lebih dalam juga
memerlukan aturn rantai, maka diperlukan aturan rantai untuk
kedua kalinya.,, ini disebut dengan aturan rantai bersusun. Untuk
aturan rantai yang terdiri dari n buah fungsi komposisi.

Misalkan :

y=v(u),u=ulu)u;, =u, () u; =u,(ug), -, u, =u,(x)
Maka

dy dy du du, du, du,,

= X—X—X—C XX —2

dx du du; du, du, dx

Contoh 1. Fungsi polinomial dengan dua rantai

g F
. . -2+l .
Diketahui v = (4—) tentukan =%
x 43 dx
Penyelesaian
2 F
. x —2x+1l
uw=—-
Misalkan — 2
du _ (3x7—2)(x* +3) —(42®) (& —2x +1)
dx (x*43)7
_(3x"+mat-zxt—6) —{4x® -8t +427)
(x*4+3)7
_ —xfteat—4xfroat -6
(x*+3)2
. dy 19
Dan v =u®® =2 = 13412
- du
dy _ dy . du
ks du d.g . . ~
17 —x"+6x"—4x"+9x" -6
= 13ul? { - . }
(x*+3)7
3 F
T x —Zx+1l
u=—-—
Ganti nilai — 13
— 13 (x“—:xﬂ)l' (—xs'+6-.r4—4.:ra+'}.r=—6)
x*s3 (x*4+3)7

Contoh 2 Fungsi dengan tiga rantai
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Diketahui ¥ = sin®(x*+ 1), tentukan :—:’
kg

Penyelesaian
. 2 du,
Misalkan w,=glx)=(x*"+1)= L= 2x
ey
. du
u = sin(u,) = — = cos(u.
() = £ = cos(u,)
+ ﬁ_'_‘,'
Maka y=u" = —=2u
- du
. oy dy du du,
Sehingga f[~=""x-—x==
i du g, dx
= 2u cos(u,) 2x
= (4x)u cos(u,)
Ganti u = sin(u,)
= 4x (sinu, ) cos(u,)
Ganti u, =x>+1
= 4x sin(x* 4+ 1) cos(x*+ 1)
Contoh 3 Fungsi dengan empat rantai
, . o dy
Diketahui v = sin®,/(x% + 1) tentukan d—:’
X
Penyelesaian :
. 2 dug
Misalkan u, =x"+1 = d_‘ = 2x
- = duy __ ic
I-t-l - I-t-: dii: 3 H.'IE
Lt
p Ivxs+1
u =sinu, = —= COS 1y
du]
= cOS4/lU,

=cosVx®+1

- d r
Maka y =u” :,-d—} = 2u
u
= 2sinuy
= 2 sinu,

=2sinvx®+1

. dy _ dy _ dt du, _ du,
Sehingga OF — BY o G o BMi . BMo

il du du, d, dx
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. . . =, . 1
=2zginvx-+1 -+ cosvx*+1 ——-2x
- 2vx=+1

sinvxZ+1 - cosvxi+1

Contoh 4. Fungsi dengan lima rantai
Diketahui ¥ = tan?(sin®(x*)) tentukan :—i

Penyelesaian
Misalkan 15 = x* = % = 4x3
U, =sinu; = d; = cos5 Uj
=cosx*
Uy, = u,’ = %ZEILEE
= 3(sinuy)*
= 3sin®x*

_ au o
U =tan uy — — = sec iy
daty
=sec’u,’
= sec” (sinuy)?

= sec’sin®x*

5 dv
Maka y =u° = d—} = 2u
u
= Ztan i,
= Ztan u,
= 2tan (sinuy)?

= 2tan sin®x*

3

. oy dy du du s du
Sehingga [—=-—X X — X ® —4
dx du i, didy didg dx
= 2tan sin®x* - secsin®x* - 3sin®x* - cosx® - 4x°
=2-4x*- 3 tan sin®x* - sec?sin®x* - sin®x* - cosx*

= 24x%tan sin®x* - sec?sin®*x* - sin® x* - cosx*

3.3.2 Contoh Penerapan Penggunaan Aturan Rantai
Contoh 1.

Sebuah benda bergerak sepanjang sumbu x sehingga
posisinya pada waktu t = 0 ditentukan oleh x(t) = cos(t* +1) .
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tentukan kecepatan benda sebagai fungsi dari t
Jawab:

Kita tahu bahwa kecepatan benda merupakan turunan
dari fungsi t terhadap x yaitu: Z—j Fungsi x merupakan fungsi
komposisi
dimana x = cos(u) danu = t* + 1,

Dengan menggunakan aturan rantai maka:

Misalkan u=t>+1 = Z—: =2t
- de .
x = cos(u) = — = sin{u)
Maka ar _dx

e au’ ar
d—;= —sin(u) (2t)

dd—j = —sin(t*+1 )(2t)
d—‘: = —2tsin(t? +1 )

Kecepatan benda dapat dinyatakan dengan fungsi
—2tsin(t® + 1)

Contoh 2

Tentukan kemiringan garis singgung dari kurva y = sin®x. Pada
titikx = -

Jawab :

Kemiringan garis merupakan turunan pertama dari fungsi f(x).
Yaitu f'(x), maka y = (sinx)*®

Dengan menggunakan aturan rantai :

Misalkan u = sinx = :—: = cosx

Maka y=ut =% =gy

u

dx du dx

dy

= =5u* cosx

dx

dy .

— = 5(sinx)*cosx
dx
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w4 m
X === Erﬂ'}) = 5(sin-) cos—
3 3

3z
P . . . ' e T
kemiringan garis singgung dari kurva y = sin®x. Pada titik x = 3

adalah :—E’

Contoh 3

Sebuah papan yang memiliki panjang 5m bersandar pada
sebuah dinding tegak seperti pada gambar 3.1 berikut. Jika
bagian bawah papan bergeser menjauhi dinding dengan laju 0.2
m/s. Seberapa cepat puncak papan bergeser ke bawah terhadap
dinding dengan jarak alas papan sejauh 4m dari dinding?

X

Penyelesaian:
Diketahui :—j = 0.2m/s dengan x~+ y* =25
Akan dicari besar (E‘x = 4} ?
. - dt
Karena x~+ v- =25

Maka v*=25-—=x°
y=V25—x?=(25 —x:ji

Turunan dari fungsi y adalah :—i =1(—2x) (25— x%) =

=—x (25— x:]_i
Dengan menggunakan aturan rantai diperoleh
29



dy dy dx
dt dx dt

d_}' —_ _ _ 2 —;f

== X (25—x7) =(0,2)
Substitusikan nilai x = 4 .

I!i}' — _ _ 3 —i

= (5 -473(02)

=—4(25-16)7:(0,2)
=—4(9)72(0,2)

-56)
20

i
15 s
Jadi puncak papan akan bergeser kebawah dengan laju =m /s.

ol

(]

3.3.3 Latihan Soal Aturan Rantai
Tentukan :—i dari fungsi berikut ini:

— 1
1. }FZ%“I—F,;—,_
W
_4|. -
2. v =V3x"—4x
1
3. F_Ex“+:x}=*3
4, y=+vx*+ sinx
1
'|.‘;l'=
: Ly
5. VX sinx

Penyelesaian soal latihan

1 dy 1 1
Codx 33T 3R
dy Jx—12
2. — =i
dx 2 (32" —dx)
3 9 _ Ba” +4
" odx 3 3 (x4 22)5
dy Zx+tcosx
4_ —_— = —
dx 2vx"tEinx
dy x“cosx +2xsinx
I 7 =
5 dx 33 (x%sinx)®
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BAB 4
TEOREMA NILAI RATA-RATA

Oleh Erniati Bachtiar

4.1 Pendahuluan

Bab ini membahas Teorema Nilai Rata-Rata, sebuah
konsep penting dalam analisis matematika/kalkulus yang
digunakan untuk memahami hubungan antara integral dan
turunan suatu fungsi. Teorema ini memberikan pemahaman
yang dalam tentang bagaimana fungsi berperilaku di suatu
interval tertentu.

Teorema Nilai Rata-Rata adalah salah satu hasil penting
dalam kalkulus, yang pertama kali ditemukan oleh
matematikawan Prancis, Augustin-Louis Cauchy. Teorema ini
mengaitkan integral suatu fungsi dengan turunan fungsi pada
interval tertentu, dan seringkali digunakan dalam berbagai
aplikasi ilmu pengetahuan, seperti fisika, ekonomi, dan teknik.

4.2 Teorema Nilai Rata-Rata

Teorema Nilai Rata-Rata menyatakan bahwa jika sebuah
fungsi f(x) kontinu pada interval tertutup [a, b/ dan dapat
diferensial pada interval terbuka (a, b), maka terdapat
setidaknya satu nilai ¢ dalam interval (a, b) sedemikian rupa
sehingga turunan fungsi tersebut f(c) adalah rata-rata
perubahan fungsi f{x) pada interval [a, b]. Dengan kata lain,
terdapat c sehingga persamaan dapat dilihat pada Persamaan
4.1.

fr(e) = L (4.1)
4.3 Aplikasi Teorema Nilai Rata-Rata
Teorema Nilai Rata-Rata (Mean Value Theorem) adalah

salah satu teorema dasar dalam kalkulus yang memiliki banyak
aplikasi dalam berbagai bidang teknik. Teorema ini menyatakan
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bahwa jika sebuah fungsi f(x) kontinu pada interval tertutup

[a,b] dan diferensial pada interval terbuka (a,b) , maka ada

setidaknya satu titik c di dalam interval a < ¢ < b dimana gradien

pada seluruh interval [a, b].

Aplikasi Teorema Nilai Rata-Rata dalam berbagai bidang
teknik adalah sebagai berikut:

1. Teknik Mesin: Dalam studi kinematika, teorema ini dapat
digunakan untuk menentukan kecepatan rata-rata atau
percepatan rata-rata dari benda dalam gerakan. Misalnya, jika
kita memiliki data perpindahan benda terhadap waktu,
teorema ini dapat digunakan untuk menentukan saat-saat di
mana kecepatan rata-rata mencapai kecepatan instan.

2. Teknik Sipil: Dalam rekayasa struktur, teorema ini dapat
digunakan untuk menganalisis tegangan dan regangan pada
bahan struktural. Hal ini membantu dalam memahami
bagaimana perubahan keadaan atau beban dapat
mempengaruhi tegangan pada struktur.

3. Teknik Elektro: Dalam analisis sirkuit listrik, teorema ini
dapat digunakan untuk menentukan nilai rata-rata arus atau
tegangan dalam suatu komponen sirkuit selama suatu
interval waktu tertentu.

4. Teknik Kimia: Dalam kimia reaksi kinetika, teorema ini dapat
digunakan untuk menghitung laju rata-rata reaksi kimia
selama suatu interval waktu. Ini dapat membantu dalam
pemahaman tentang sejauh mana reaksi berlangsung selama
waktu tertentu.

5. Teknik Komputer: Dalam pemrosesan sinyal dan pengolahan
gambar, Teorema Nilai Rata-Rata dapat digunakan untuk
mengukur perubahan rata-rata intensitas warna atau
kecerahan dalam gambar digital selama interval waktu
tertentu.

Teorema Nilai Rata-Rata adalah salah satu konsep kunci
dalam kalkulus yang dapat digunakan untuk memahami
berbagai fenomena dalam berbagai bidang teknik.

Berikut adalah contoh penggunaan Teorema Nilai Rata-
Rata dalam konteks Teknik dalam mengalisis Laju Pergerakan
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Kendaraan. Misalkan kita memiliki data pergerakan suatu
kendaraan selama interval waktu tertentu, dan Kkita ingin
menentukan kecepatan rata-rata kendaraan tersebut selama
interval waktu tersebut.

Langkah-langkah yang dapat diambil menggunakan

Teorema Nilai Rata-Rata:

1. Pertama, kita perlu memiliki data tentang posisi kendaraan
terhadap waktu. Misalkan s(t) adalah fungsi yang
menggambarkan posisi kendaraan terhadap waktu, dengan t
dalam interval [a,b].

2. Kita ingin menentukan kecepatan rata-rata kendaraan selama
interval waktu [a,b]. Kecepatan rata-rata ini dapat dihitung
sebagai perubahan posisi dibagi oleh perubahan waktu yang
mengacu pada Persamaan 4.1, sehingga kecepatan rata-rata
sebagaimana Persamaan 4.2

slbl—z(a)
Veata—rata = h—a (4.2)

3. Selanjutnya penerapan teorema Nilai rata-rata. Jika s(t)
kontinu pada interval [a, b] dan diferensial pada interval (q,
b), maka ada setidaknya satu nilai c dalam (a, b) sehingga s’
(c) adalah kecepatan rata-rata selama interval waktu tersebut
sebagaimana Persamaan 4.3.
s'(€) = Veata—ram (4.3)

4. Hasil ini memberikan kita nilai ¢ dan dengan demikian
memberikan kita pemahaman tentang kecepatan rata-rata
kendaraan selama interval waktu [a,b].

Dengan menggunakan Teorema Nilai Rata-Rata dalam
analisis kinematika ini, kita dapat menghitung kecepatan rata-
rata kendaraan pada suatu saat tertentu selama pergerakan,
yang dapat sangat berguna dalam pemodelan dan perencanaan
pergerakan kendaraan, seperti perencanaan jarak tempuh
perjalanan atau analisis kendaraan otonom.

Selain itu, Teorema Nilai Rata-Rata juga dapat diterapkan
dalam analisis sirkuit listrik, perhitungan rata-rata Iaju
perubahan suhu dalam rekayasa termal, dan berbagai bidang
teknik lainnya di mana kita perlu memahami bagaimana suatu
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parameter berubah selama interval waktu atau ruang tertentu.
Dalam bidang teknik sipil, teorema nilai rata-rata atau

average value theorem dapat digunakan untuk berbagai aplikasi,

terutama terkait dengan analisis struktur dan perencanaan

konstruksi. Beberapa contoh aplikasinya melibatkan bidang-

bidang berikut:

1. Analisis Tegangan pada Struktur
Teorema nilai rata-rata dapat digunakan untuk menghitung
tegangan rata-rata pada elemen struktur tertentu. Misalnya,
pada balok atau kolom tertentu, Anda dapat menggunakan
teorema ini untuk menemukan nilai rata-rata tegangan pada
elemen tersebut.

2. Deformasi dan Pemuaian
Dalam perencanaan konstruksi, pemuaian dan deformasi
struktur sangat penting. Teorema nilai rata-rata dapat
membantu dalam menghitung deformasi atau perubahan
dimensi rata-rata suatu material atau struktur.

3. Analisis Distribusi Beban:
Teorema ini dapat digunakan untuk menghitung distribusi
rata-rata beban atau gaya pada struktur tertentu. Hal ini
dapat berguna dalam memahami sebaran beban pada suatu
jembatan, fondasi, atau struktur lainnya.

4. Perhitungan Koefisien Keamanan:
Dalam desain struktur, perhitungan koefisien keamanan
penting untuk memastikan bahwa suatu struktur aman dan
tahan terhadap beban yang diberikan. Teorema nilai rata-rata
dapat digunakan sebagai bagian dari analisis untuk
menghitung koefisien keamanan pada elemen struktur.

5. Pengukuran Deformasi Tanah:
Dalam rekayasa geoteknik, pemahaman deformasi tanah
sangat penting. Teorema nilai rata-rata dapat digunakan
untuk mengukur deformasi rata-rata pada lapisan tanah
tertentu.

6. Analisis Kekuatan Material:
Teorema ini dapat diterapkan untuk analisis tegangan dan
regangan pada material konstruksi tertentu, membantu
dalam menentukan sifat mekanisnya.
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4.4 Kesimpulan

Penerapan teorema nilai rata-rata biasanya melibatkan
perhitungan integral atau turunan untuk mendapatkan nilai
rata-rata yang diinginkan. Penting untuk memahami kondisi dan
konteks spesifik dari aplikasi tersebut agar dapat menerapkan
teorema ini dengan benar. Dalam beberapa kasus, perangkat
lunak komputer dan perangkat lunak elemen hingga dapat
digunakan untuk memudahkan perhitungan dalam skala yang
lebih besar atau kompleks. Penerapan teorema nilai rata-rata

sangat luas aplikasinya terutama dalam aplikasi berbagai bidang
Teknik.
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BAB 5
INTEGRAL TENTU

Oleh Rahmi Wahyuni

Integral tentu atau disebut juga dengan definite integral
merupakan integral yang berbentuk variable yang integrasinya
memiliki batasan yaitu dimana batas nya adalah batas atas dan
batas bawah dengan penulisan notasi integralnya di bagian atas
dan bawah.

5.1 Definisi

Andaikan f suatu fungsi yang didefinisikan pada selang
tutup [a,b], dan jika lim , __X°__f(x)Ax ada, maka:

Ax—o

lim if(x]ﬂx = ff(xj d,

5.2 Teorema Dasar Kalkulus
Andaikan f kontinu (karenanya terintegralkan) pada [a,b]
dan andaikan F sebarang anti turunan dari f disana, maka:

j F()d, = F(b) — F(a)

Atau :
Jika F merupakan suatu integral dari fungsi f dengan

daerah domain.

Df ={x|a = x = b}, maka:
]

f FG)d, = [FG)L: = F(b) — F(a)

Keterangan :
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F(x) = Anti turunan dari f(x)
F(x) = Integral

Contoh Soal _

1. Hitunglah f§(4x —x*)dx
Jawaban:
_IE[&LX —x%)dx = Ex: — §x3]=

(30 -2))- (o Go)
+)-10)-o

a1
B 24
_12-1
T 24
11
24

Hitunglah _Ir: 5 sinx d, ..
Jawaban:

f: 5 sinx dx = [—S.CDS:I]E
=(—5cosx)— (—5cosa)
=((-9)(-1) - (-5(1))

=(5)+(5)
=10

Hitunglah [ cos=xd, ...
Jawaban:

X 1
fu cosZx d, =

®

X

[ =

Misal : y =
dx=2 dy

2 1 x
fu cosox d, = fu cosy .2d,

. 4X
=[2 .5111.}?]']
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= [2 sin.%.:::];r

2% lo

=(2 sin.;—‘]— (2 .sin 0)
=(2) - (0)

=2

5.3 Teorema-Teorema dalam Integral Tentu
5.3.1 Kelineran Integral Tentu

Jika f dan g terintegralkan pada [a,b] dan bahwa k
konstanta. Maka k; dan f+g adalah terintegralkan dan

L [Ef(x)dx=k [ f(x)dx
2. _r:[f(xj + g(x)] dx = f:f(xjdx + _Ir:g(xjdx dan tak tentu
3. [JIf(x)— g(0)]dx = [] f(x)dx— [, g(x)dx

5.3.2 Bukti
Pembuktian tergantung pada kelineriaran X dan sifat-

sifat limit kita perhatikan (ii)
b n

[t + g0l dx = ym Y 1@ + g &%

a i=1
=lim o[, f () Ax; + Iy 9 (F) Ax,]
=limy, i f (x)Ax + lim o 2= 9(x)Ax,

= [T f(0)dx + [ g(x)dx

Contoh soal

1. Hitunglah fl'(zx: +3x +5)dx ...
Jawaban :
fl'(zx: +3x +5)dx
=zjl';i-dx+3_|:l'xdx+fl'5 dx
2] s L+ st

1

=2(2-3)-3(2-3)+s5@2-D

3 3
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. Hitunglah _Irﬂlx (x* +2)%dx ...

Jawaban :
fulx (x* +2)%dx
Misalkan :

"

y=x"+2

fm,
=

=
—
"
_|_
o]
L
]

I
=

=
w
ba | =
=3
-

S [ +2)*
- (3~ @29
(81— 16)

m|"“
Ly - - - R W S

. Hitunglah [ — dx ...

1(x%+2)®
Jawaban :
Misalkan :
y=x®+2
dy = 3 x*dx
xdx =§d}r

dx=6 [* ia.g ds

iﬂJﬁ By7)E
-3
N 5 '~r—1* dy
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(1+2)F—(—1+2)%
1
27-(1)
1

26

Hitunglah _I"D: cosx .dx ..

Jawaban :
X

fuf cos.x dx = [sinx]é
= (sin ;—r} — (sin. (0))
=1-0

=1

J.-: 23 ox® —dw

Hitunglah J,

Jawaban

J.-f.ra+515—4

1 x

= [ Tdx+5[ —dr—4[ -dx
=1r£x'ffx+ff£xﬂdx—%f£dx
— 3= z = =

—Ex fl -|-5;x _rl —4_r1 x
=(B-1D+I(4-1)-4(2-1

=c+2— 4
:E—dl.
&
_3
T 6
=5,8



5.4 Sifat-Sifat Integral Tentu
5.4.1 Sifat dari Teorema A

Pada Sifat Penambahan Selang. Jika f terintegralkan pada
suatu selang yang terdapat tiga titik a,b, dan c dapat ditulisakan:
)y de = [ f(x) dx + [ f(x) dx

Bagaimanapun urutan dari a, b, dan c

5.4.2 Sifat Teorema B
Untuk f dan g yang terintegralkan di [a,b] dan jika f(x) < g(x)
untuk semua x dalam [a,b], maka

L de=<["g(x)dx

5.4.3 Sifat Teorema C
Pada Sifat Keterbatasan. Untuk f terintegralkan pada [a,b]
dan jika m < f (x) £ M untuk semua x dalam [a,b], maka
b

m(b—a) = ff(x]dxi M (b—a)

5.4.4 Sifat Teorema D

Pada pendiferensialan suatu Integral Tentu. Andaikan f
kontinu pada selang tertutup [a, b] dan andaikan x sebuah
(variabel) titik dalam [a,b], maka

[ e -:fr] =f ()

Dx

5.4.5 Sifat Teorema E
Pada teorema nilai rata-rata Integral. Jika f kontinu di
selang [a,b] maka ada suatu bilangan c diantara a b sedemikian

sehingga |7 £(t) dt = f(c) (b —a).

Contoh soal

1. Hitunglah ff x*dx = ffx“‘dx + f; xidx ...
Jawaban :
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= [+, + B+,

=@ =)+ (e @)
= (v -1)+ (e -162)
-3+ (F-3)

~ 48,4

2. CariD, [jj £ dt]
Jawaban :
D, [ff RE dtd] = x/3

3x

. 5 .
3. CariD, [fx sind wdan tanu du],% <x < — ..

Jawaban :
6 .
D, [fx sin* u tanu du]
= Dx[— _I': sin®* u tanu d:r,]
- X 4
=—D, [_I; sin” tanu du,]
= — sin*x cosx

4. Carilah D, [_Irir Vi 4+ 4 dt]

Jawaban :

Pada tahap pertama kita dapat merubah batas-batas dan
kemudian kita dapat memaka Teorema D Bersama dengan
aturan rantai

D, [f:i Vi + 4 dt]
=D, [— [V e+ dt]

=-4+4x1 42

5.5 Perhitungan Integral Tentu
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Secara umum perhitungan integral tentu melalui dua
tahap yaitu menghitung suatu anti turunan atau integral tak
tentu dan selanjutnya mengaplikasikan Teorema dasar kalkulus.

Ada beberapa bantuan dalam penghitungan integral
tentu yaitu dijelasakan dalam beberapa teorema berikut.

5.5.1 Teorema A

Andaikan g suatu fungsi yang terdiferensialkan dan

andaikan bahwa F adalah suatu anti turunan dari f, maka jika

u=g ()
Flo) o' @ dx = [ £ () du= F)+C=F (g + ¢

5.5.2 Teorema B
Andaikan g mempunyai turunan kontinu pada [a,b] dan

andaikan f kontinu pada daerah nilai dari g, maka
gib)

_ff(H(IJ)Hlix)dx = J. f(w) du

gla)

5.5.3 Teorema C (Teorema Simetri)
Jika f fungsi genap, maka

[ reax=2 [ s a
—a o
Jika f fungsi ganjil, maka

J-f(xjdx=lil

Contoh Soal
1. Hitunglah [~

Jawaban
Misalkan y=x* + 1
de:% dy

2 -x _ 21
ur_: |:X=+1:|= dx - -1 }.: (: d-u)

—x
1 ix?+1)*
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2 _,11 -

_i}r—l]_

2 -1
= G+
_ 1 ]'
T xtely
- 1,1
- 5+:
— 3

10

. 3 4x”
Hitunglah [ == dx ..
Jawaban
[}2X_dx, Misalkan: Y=x®+9
o w-'.r"+'}1
x%dx = 3 dy
J.-a 4x° _ J.-a x
0 VxT+9 Y P

31 f1

=4 fu 1,-_}1(5 d’)

4 /3 -1,
) fn y fzdy
— —".,."_‘J'.'E _|_g
= - [\."E— \."9)
— & 8 g
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BAB 6
LUAS DAERAH BIDANG RATA

Oleh Ariyani Muljo

6.1 Daerah Diatas Sumbu X
Perhatikan gambar derah rata dibawah ini

Y

Y=f(x)
r’ R X

a r

R adalah bidang datar yang dibatasi oleh grafik-grafik

Andaikan ¥ = f(x) menentukan persamaan sebuah
kurva di bidang —xy dan andaikan f kontinu dan tak-negatif
pada selang a < x < b seperti pada gambar. Tinjaulah daerah R
yang daerah R yang dibatasi oleh grafik-grafik
¥ =f(x),x =a,x = b,dan y = 0, Kita menggunakan acuan R
sebagai daerah dibawah ¥ = f(x), antara x = adanx = b.
Dengan menggunakan integral tertentu luas luasan R

dinyatakan dengan A(R) = f:’ f(x)dx

Contoh 1:

Segitiga ABC terletak pada XOY, titik-titik sudutnya dinyatakan
dalam koordinat Cartesius. Titik A(0,0), B(3,0) dan C(3,7).
Dengan menggunakan integral tertentu tentukan luas segitiga
ABC.
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€(3,7)

v

A(0,0) B(3,0)
Persamaan garis AC dapat dinyatakan dengan rumus:

V=Vg N V4

X=Xy Xp— X4
. r—0 -0
Diperoleh persamaan ¥— = —
- Z
Tx
Jyv=7x atauy=—

(23]
(=]

Sehingga luas yang dicari dinyatakan dan A(R) = f: fx)dx

3
7x ﬂa 7
—dx = ) =(—9)=1n,5
3 o 6
o

Contoh 2:

Tentukan luas daerah R dibawah kurva v = x* — 2x® 4+ 2
antarax = —1danx =2
Penyelesaian :

A(R) = J-[:ﬁ— 2x3 4 2)dx = E—%+ le_

-1
_(32 1e+4) ( 1 1 z)
A5 2 5 2
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Uji Kompetensi

Kerjakan soal latihan berikut pada ruang kosong di
Lembar Kerja Anda!

Dalam soal dibawah ini, gunakan prosedur tiga langkah
(iris, hampiri, integrasikan) untuk menyusun integral (atau
integral-integral) untuk daerah yang ditunjukkan

A

y=x-x+2

o\ 4

Kesimpulan

Setelah mengerjakan soal diatas, bagaimana pendapat
anda terhadap materi daerah diatas sumbu-X? Coba kemukakan
2 simpulan mengenai materi tersebut?

6.2 Daerah Dibawah Sumbu X

Luas dinyatakan oleh bilangan yang tak negatif. Apabila
grafik ¥ = f(x) terletak dibawah sumbu x, maka f: flx)dx
adalah bilangan yang negatif, sehingga tak dapat melukiskan
suatu luas. Akan tetapi bilangan itu adalah negatif untuk luas
daerah yang dibatasi oleh
v=f(x),x=a,x=>bdan y =0, Maka luasnya didefinisikan
sebagai :
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A(R) = - ff[«“f]dx
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Contoh 1:

Tentukan luas daerah antara kurvay = 3 x, sumbu X, x =
-1danx=1!
Penyelesaian :

W /

(-0)-2

satuan luas.

Contoh 2: .
Tentukan luas daerah R yang dibatasi oleh y = 13_4 —4,

sumbu x,x = —2,x = 3

Penyelesaian :

Daerah R diperlihatkan pada gambar. Taksiran kita untuk
luas adalah (5)(3) = 15. Nilai eksaknya adalah ...

s = [(S-s)ar= [(Zea)e

—F

_ x_“ i 27 g __ 14 _
[ sa]] —(-Z41)- (2-) -2 - se
Kita diyakinkan dengan kedekatan 16,11 terhadap nilai
taksiran itu.
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Uji Kompetensi

Kerjakan soal latihan berikut pada ruang kosong di
Lembar Kerja Anda!

Gunakan prosedur tiga langkah (iris, hampiri,
integrasikan) untuk menyusun integral (atau integral-integral)
untuk daerah yang ditunjukkan

Ay

-3 1

=X
\//éx: +2x —3
Kesimpulan

Setelah mengerjakan soal diatas, bagaimana pendapat
anda terhadap materi daerah dibawah sumbu-X? Coba
kemukakan 2 simpulan mengenai materi tersebut?

Cara Berpikir yang Dapat Membantu

Untuk daerah-daerah sederhana sejenis yang ditinjau
diatas, mudah sekali untuk menuliskan integral yang benar.
Bilaman kita meninjau daerah yang lebih rumit (misalnya
daerah diantara dua kurva), tugas pemilihan integral yang benar
lebih sukar. Tetapi terdapat suatu cara berpikir yang dapat
sangat membantu. Pemikiran itu kembali ke definisi luas dan
integral tentu. Berikut cara berpikir tersebut dalam langkah-
langkah:

AY

A

<& GX
<

v
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Langkah 1 : Gambarlah daerah yang bersangkutan.
Langkah 2 : Irislah menjadi irisan kecil, berilah label pada
suatu irisan.

Langkah 3 : Hampiri luas irisan tertentu, dengan
menganggapnya berupa sebuah segi empat.

Langkah 4 : Jumlahkan lah hampiran-hampiran luas irisan
tersebut.

Langkah 5 : Ambillah limit dengan lebar masing-masing

irisan mendekati 0, sehingga diperoleh suatu
integral tentu.
Contoh 4
Susunlah integral untuk luas daerah dibawah kurva
v =1++/x yang terletak antara garis dengan persamaan
x=0danx =4

Penyelesaian :
AV
31 ¥= 1+vx
21
1]
i
2 4
A Ax
37T P oy
2 1

[ 14+

<V
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1. Hampiri luas irisan masing-masing Aa; = (1 + ,/x;) Ax,
2. Jumlahkanlah titik dua & = (1 + ,/x;)Ax,
3. Ambillah lim:a = [[’(1 ++x)dx

Begitu kita memahami prosedur lima langkah tersebut,
kita dapat menyingkatnya menjadi 3 langkah, yaitu iris, hampiri,
integrasikan. Pikirkan kata integrasikan bermakna sebagai
jumlahkan dan ambil limit apabila lebar irisan menuju 0. Dalam
proses ini Z ... Ax berubah menjadi | ... dx.

AV Iri
dx Hampiri.
3 | AA % (1 +x)Ax
L] Integrasikan
4
24 A =j (1 +x)dx
R 14+vx o
1L
S— >
4
X

6.3 Daerah antara 2 Kurva
Tinjaulah kurva-kurva v = f(x)dany = g(x)dengan
g(x) = f(x) pada a <x =b. Kurva-kurva dan selang itu
menentukan daerah yang diperlihatkan pada gambar. Kita
menggunakan metode iris, hampiri, dan integrasikan untuk
menentukan luasnya. Yakinlah untuk memperhatikan bahwa
f(x) — g(x) memberikan tinggi yang benar dari irisan tipis
tersebut, walaupun grafik g dibawah sumbu x. Sebab dalam
kasus ini g(x) negatif, jadi mengurangkan dngan g(x) berarti
menambah dengan bilangan yang positf. Anda dapat mmeriksa
bahwa f(x) — g(x) juga memberikan tinggi yang benar g(x)
dua-duanya negatif.
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AA % (f(x) — g(x))Ax
Sehingga luas luasannya dinyatakan dengan:

A = [ (£ - g ()i

Rumus di atas berlaku untuk luasan di atas sumbu x, jika
luasannya disebelah kanan sumbu y, maka luas luasan yang
dibatasi oleh dua kurva dinyatakan dengan

A®) = () = 0y

Contoh 1:

Tentukan luas daerah antara kurva
y=x*dany=2x —x? denganx = 0danx =1
PLenyelesaian :

!{2:—:3—.1 ' w ‘ -0l =—

Contoh 2 :

(Irisan datar) Tentukan luas daerah R antara parabola ¥* = 4x
dan garis 4x — 3y = 4

Penyelesaian :

Kita akan memerlukan titik potong dua kurva ini.
Koordinat y dari titik-titik ini dapat diperoleh dengan
menuliskan persamaan kedua sebagai 4x = 3y+ 4, dan
kemudian menyamakan kedua persamaan untuk #x.
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y:=3y+4
y*—3y—4=0
(v—4y+1)=0
yv=4atauy=—1

Dari sini kita menyimpulkan bahwa titik-titik potongnya
adalah (4.,4)dan (f, —1).

Sekarang bayangkan mengiris bayangan ini secara tegak.
Kita menghadapi masalah. Ada kesulitan sedikit, karena batas
bawah terdiri atas dua kurva yang berbeda. Ptongan paling kiri
merentabg dari cabang bawah parabola hingga cabang atasnya.
Untuk daerah sisanya irisan-irisan merentang dari garis ke
parabola. Untuk mengerjakan soal ini dengan irisan tegak
pertama kita perlu memisahkan daerah menjadi dua bagian,
kemudian menghitung kedua integral.

Pendekatan yang jauh lebih baik ialah mengiris daerah
secara mendatar, seperti diperlihatkan pada Gambar 10,
kemudian menggunakan y sebagai peubah integral ketimbang x.
Perhatikan bahwa irisan-irisan datar itu selalu bermula pada
parabola (disebalah kiri) dan berakhir pada garis (disebalah
kanan). Lebar irisan yang demikian adalah nilai x terbesar
(x = f (3y+4) dikurangi nilai x terkecil x= $(3}=+ 4)

dikurangi nilai x terkecil (x = 2x?),
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1[(24+15 64) (3 4+1)}—125—521
4 3 2 3/1 24 7

Ada dua hal yang harus diperhatikan yaitu : 1) Integral
yang dihasilkan dari pengirisan mendatar mengandung peubah
y, bukan x; 2) Untuk memperoleh integral, selesai dua
persamaan tersebut untuk x dan kurangkan nilai x yang lebih
kecil dari nilai x yang lebih besar.

Uji Kompetensi

Kerjakan soal latihan berikut pada ruang kosong di
Lembar Kerja Anda!

Gunakan prosedur tiga langkah (iris, hampiri,
integrasikan) untuk menyusun integral (atau integral-integral)
untuk daerah yang ditunjukkan!

a. b.

A

I
=1

9\ 4

y=—-x+06
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Kesimpulan

Setelah mengerjakan soal-soal diatas, bagaimana
menurut Anda mengenai materi daerah antara 2 kurva? Apa
yang dapat Anda kemukakan minimal 2 simpulan berdasarkan
materi ini ?
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BAB 7
VOLUME BENDA DALAM RUANG

Oleh Ardiana Fatma Dewi

7.1 Volume

Integral merupakan sebuah konsep matematika yang
sering digunakan dalam ilmu Kalkulus. Integral dapat dihitung
secara indefinite atau definite pada interval tertentu. Integral
tentu dapat dihitung secara sederhana menggunakan berbagai
pendekatan di mana area integrasi pada interval tersebut dibagi
menjadi beberapa partisi dan pemjumlahan luas partisi tersebut
dapat diaproksimasi sebagai hasil integrasi dari sebuah fungsi
(Edwin ], Dale and Steven E, 2011).

Integral tertentu (definite) dapat digunakan untuk
menghitung beberapa hal. Salah satu aplikasi dari integral
adalah untuk menghitung volume benda dalam ruang. Volume
benda dalam ruang yang dimaksudkan disini merupakan
volume benda pejal yang dibatasi oleh suatu kurva tertentu dan
berputar mengelilingi sumbu X ataupun sumbu Y.

Apa itu volume? Jumlah ruang yang dapat menampung
suatu objek disebut volume. Objek dapat berupa benda yang
beraturan ataupun tidak beraturan. Benda beraturan seperti
kubus, balok, silinder, limas, kerucut, dan bola. Benda yang tidak
beraturan misalnya batu yang ditemukan di jalan.

: ‘h ‘h : lh
- f 1
P A

Gambar 7.1. Ilustrasi Volume Benda Beraturan

Gambar 7.1 diatas menunjukan benda-benda sederhana
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yang bervolume, terdapat balok, tabung, dan tabung berongga.
Secara sederhana dalam menghitung volume benda dapat
diperoleh dengan cara menghitung luas penampang benda (A)
dikalikan dengan tinggi benda (h). Sehingga diperoleh rumus
Volume = A x h, seperti ilustrasi pada Gambar 7.1.

Gambar 7.2. [lustrasi Volume Benda Tidak Beraturan

Jika terdapat suatu benda yang memiliki volume dengan
bentuk yang tidak dapat di definisikan atau tidak beraturan.
Seperti hal nya pada Gambar 7.2 diatas, maka untuk menghitung
volume kita memerlukan pendekatan matematika dengan cara
membagi setiap segmen lalu menjumlahkannya (Jungic and
Mulholland, 2023).

Gambar 7.3. Benda Bervolume Tidak beraturan

Gambar 7.4. Partisi dari Benda Bervolume Tidak Beraturan

Berdasarkan Gambar 7.3 dan Gambar 7.4 dapat dilihat
bahwa ketika kita memiliki suatu benda dengan bentuk yang
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tidak dapat di definisikan, maka dengan aturan matematika kita
dapat membaginya dengan beberapa potong seperti ilustrasi
pada Gambar 7.4. Pada Gambar 7.4 disajikan beberapa partisi,
bisa dibagi menjadi 4 bagian tabung, 10 bagian tabung, ataupun
15 bagian tabung. Volume satu lempengan tersebut dianggap
sebagai volume tabung. Menurut prinsip Cavalieri “irisan luas”
penampang ini dapat disusun ulang dan tetap memberikan
volume total yang sama (Jed Herman and Strang, 2016). Volume
(V) benda dapat diaproksimasi dengan jumlah Riemann sebagai
berikut.

Gambar 7.5. [lustrasi Penjumlahan Riemann

V ~ Zn: A(X, ) AX:
i1

Definisi Volume berdasarkan Gambar 5. Misalkan S
adalah suatu benda padat yang terletak di antarax =adanx = b.
Jika luas penampang S pada bidang Px, melalui x dan tegak lurus
sumbu x, adalah A(x), dimana A adalah fungsi kontinu, maka
volume S adalah.

V= [ A

Disinilah peran integral diperlukan ketika menghitung
volume benda yang sedemikian rupa. Sehingga secara umum
volume benda padat dapat dihitung menggunakan integral
seperti rumus diatas. Tidak disarankan mengggunakan rumus
secara hafalan saat menghitung volume benda. Namun, harus
memahami proses yang digunakan untuk menemukan rumus
tersebut. Kita bisa menyebut proses itu pemotongan,
aproksimasi, dan pengintegralan. Berikut dijelaskan berbagai
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macam metode pendekatan dalam menghitung volume benda
padat.

7.2 Metode Lempengan (Penampang Diketahui)
Metode Lempengan biasanya digunakan ketika

penampang tegaknya berbentuk bujur sangkar atau segitiga
seperti ilustrasi gambar berikut ini.

VA

Gambar 7.6. llustrasi Volume Metode Lempengan

Gambar 7.6 menunjukan bangun ruang limas segi empat.
Kita tahu bahwa untuk menghitung volume bangun ruang
tersebut dengan cara mengalikan luas alas (A) dengan tinggi
limas (h).

Perhatikan Gambar 6, jika menghitung volume benda
dengan metode lempengan maka caranya dengan
menjumlahkan lempengan dengan panjang sisi x dengan batas 0
sampai dengan. Jika disebutkan suatu lempengan maka memiliki
ketebalan tertentu, misalkan sebut saja dengan AV . Perhatikan

ilustrasi limas persegi dibawah ini jika dilihat secara dua
dimensi dari depan.
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Langkah pertama yaitu membuat perbandingan nilai x
untuk dapat menentukan luas penampang.

h

Ingat ulang, bahwa rumus untuk mencari volume benda
ruang secara umum menggunakan integral adalah sebagai
berikut:

vzﬁMmm

Karena penampang berbentuk persegi, maka luasnya

A(x) adalah:
X, Y _ X?
A(X)=x*=| —~h| =—h?
00=x=( 1) =3
Substitusikan kedalam rumus volume dengan batas 0
sampai dengan H.

V = [ A(x)dx

HX?
=I — h®dx, dengan0<h<H
o H

X?(h
0

X2 H3 03
=ﬂ7&?_§j

XZ H3
“HZ 3

~Ixen
3

H

Sehingga dapat diketahui bahwa volume limas persegi
diatas adalah:
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V= 1 X*H
3

Hal tersebut sesuai dengan teori klasik yang sering kita
jumpai pada rumus untuk mencari volume benda ruang
khususnya limas persegi.

Jika diketahui panjang sisi adalah x dan berbentuk
persegi, maka luasan nya (A) adalah x°, untuk tingginya
misalkan dibatasi dari 0 sampai dengan H=3. Maka kita dapat
menghitung volume benda diatas dengan menggunakan rumus
sebagai berikut ini.

V= A
313
% =j3x2dx:x— =27
0 3],
Sehingga dapat diketahui volume limas adalah 27. Untuk

bentuk penampang lain bisa menyesuaikan dengan rumus
integral diatas dengan batas tertentu.

7.3 Metode Cakram

Dalam rangka mencari volume benda pejal, selain
menggunakan metode lempengan juga terdapat metode lain
yaitu metode cakram. Jika suatu bidang datar yang seluruhnya
terletak pada salah satu sisi garis tetap pada bidangnya,
berputar terhadap garis tersebut, maka bidang tersebut akan
membentuk benda yang berputar. Coba perhatikan gambar

dibawah ini.
=i f
L \ /

l
|
) Axis

Gambar 7.7. llustrasi Benda Putar Kerucut
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Axis

Gambar 7.8. Ilustrasi Benda Putar Ban

\ .

AN

N v

Gambar 7.9. llustrasi Benda Putar Bola

Dari beberapa ilustrasi gambar diatas dapat diketahui
bahwa pada Gambar 7.7 jika awalnya dibentuk suatu daerah
berbentuk segitiga dan diputar mengelilingi sumbu x, maka
akan membentuk suatu daerah yaitu sebuah kerucut. Pada
Gambar 8, jika dibentuk sebuah lingkaran dan diputar
mengelilingi suatu garis yaitu sumbu y maka akan membentuk
sebuah torus atau bentuk seperti ban. Gambar 7.9
mengilustrasikan jika kita membentuk setengah lingkaran, dan
diputar mengelilingi sumbu x maka akan membentuk suatu
bola. Pada beberapa kasus, volume benda dapat disajikan
sebagai suatu integral terstentu seperti contoh dibawah ini.

)

+
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Pada gambar diatas, misalnya jika diketahui suatu kurva
yaitu y:\/; diputar mengelilingi sumbu x dengan batas x=4.
Coba perhatikan gambar dibawah ini untuk ilustrasi nya.

| AV ez (V3 A

Pada gambar diatas kita bisa lihat bahwa ketika daerah
yang dibatasi oleh kurva tersebut diputar mengelilingi sumbu x
maka akan membentuk suatu benda putar dan membentuk
sebuah cakram. Dimisalkan pada bagian tersebut memiliki suatu
volume sebesar AV

Untuk mencari volume benda putar tersebut dapat
diaproksimasikan dengan volume sebuah tabung yang memiliki
tinggi AX;. Jari-jari alas nya yaitu sesuai dengan kurva yang

diketahui di awal V/X. Sehingga untuk mencari volume dari
sebuah cakram yang berbentuk seperti tabung adalah:

AV =~ 7zr’t
~ 7 (\/X)2 Ax

~ TXAX

Apabila volume dari tabung tersebut kita jumlahkan
sesuai dengan batas yang diminta yaitu x=4, maka untuk
mencari volume benda putar dapat menggunakan aturan rumus
sebagai berikut.
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16 0
APy
=8r
Sehingga volume dari kurva y = Jx diputar mengelilingi

sumbu x dengan batas x=4 sebesar 87 satuan volume.

VContoh diatas menunjukan volume benda ketika diputar
mengelilingi sumbu x. Selanjutnya akan diberikan contoh
apabila benda diputar mengelilingi sumbu y seperti dibawah ini.

Pada gambar diatas, misalnya jika diketahui suatu kurva
yaitu X =J§ diputar mengelilingi sumbu y dengan batas y=3.

Coba perhatikan gambar dibawah ini untuk ilustrasi benda
putar nya.
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Untuk mencari volume benda putar tersebut dapat
diaproksimasikan dengan volume sebuah tabung yang memiliki
tinggi Ay, jari-jari alas nyaV =. Sehingga untuk mencari volume

dari sebuah cakram yang berbentuk seperti tabung adalah:
AV = zr’t
~2(’fy)'ay

2
~7y/iy
Volume dari tabung tersebut kita jumlahkan sesuai
dengan batas yang diminta yaitu y=3. Karena diputar terhadap

sumbu y, maka perhitungan integral juga harus disesuaikan
terhadap y, seperti berikut.

72



7.4 Metode Cincin

Terdapat banyak macam metode dalam mencari volume
benda pejal, tergantung pada bentuk bendanya. Terdapat suatu
metode yang disebut dengan metode cincin. Metode ini
digunakan ketika benda yang terbentuk seperti metode
sebelumnya yaitu cakram, tetapi ditengahnya terdapat suatu
lubang. Sehingga jika dilihat akan membentuk seperti cicin, oleh
karena itu disebut dengan metode cincin. Untuk lebih jelasnya

perhatikar

Untuk mencari volume benda seperti pada gambar diatas
kita dapat menggunakan rumus:
V =Ah

=t = 1IN

Jika suatu benda berbentuk cincin dan diputar
mengelilingi sumbu x, dengan batas kurva yaitu
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y=x’dany= J8x  tentukan volumenya. Coba perhatikan
ilustrasi dibawabh ini.

/‘ 4 o
f J WV K

v ! l
i S T

Pada gambar diatas menunjukan ilustrasi jika terdapat
dua kurva yang dibentuk, ketika diputar mengelilingi sumbu x

akan membentuk suatu benda putar seperti gambar dibawah
berikut ini.

Untuk menghitung volume maka kita perlu menggunakan
aproksimasi bentuk cincin dengan volume sebagai berikut.

AV = z(r} —1?)Ax
~ ((\/8x)? — (x*)?) Ax

~ (8X— x*)Ax
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Sebelum menghitung volume benda putar, maka kita
perlu mengetahui batas integral tentunya. Langkah pertama kita
harus tau dimana perpotongan antar kedua kurva tersebut
sebagai berikut.

y=y

8x = x*

8x=x"
x(x*-8)=0
x=0 dan x=2

Setelah kita mengetahui batasnya dengan menggunakan
titik potong, selanjutnya dapat digunakan untuk menghitung
volume benda putar sebagai berikut.

v =['V(x)dx
= [ m(@x - x")x

. 4
= HIO (8x—x")dx

8’ x5 [
= —— —
|: 2 5:|0

48
=—7

5
Jadi volume benda yang dibatasi dengan dua kurva yaitu

y=x’dany= \/8_X dan diputar mengelilingi sumbu x, maka
besar volumenya adalah %8 .

7.5 Metode Kulit Tabung

Selain beberapa metode yang telah disebutkan diatas,
ternyata terdapat satu metode lagi yaitu yang disebut metode
kulit tabung. Jika dilihat, maka akan lebih mirip dengan metode
cincin, tetapi pada metode kulit tabung akan cenderung lebih
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tinggi bentuknya dan mirip-mirip seperti tabung karena sumbu
simetrinya berimpit. Untuk lebih jelasnya, maka perhatikan
gambar dibawah ini.

Dari ilustrasi gambar diatas dapat diketahui jika jari-jari
tabung dalam didefinisikan sebagai I, dan jari-jari tabung luar

di definisikan sebagai I, dan tinggi dari tabung adalah h, maka

volume kulit tabung secara sederhana dapat dicari
menggunakan rumus berikut.

V =Ah
= (7”22 _”ﬁz)h
=7z (r,—n)(r,+r)h

zzﬁ(rzgrljh(rz—rl)

Sehingga akan diperoleh hubungan:
V =2zrhAr

Dimana r adalah rata-rata dari jari-jari, dan Ar adalah
ketebalan dari kulit tabung. Untuk lebih jelasnya maka
perhatikan gambar dibawabh ini.

Ar

-

-
V=2nrhAr
7

b |<— = —|

Ar



Perhatikan bahwa ketika kulit tabung dipotong
sepanjang garis yang sejajar sumbu simetri dan kemudian
membukanya, maka akan diperoleh selembar persegi-panjang
yang memiliki ketebalan. Sehingga volume benda yang
berbentuk lempeng ini dapat kita hitung dengan mudah. Untuk
lebih jelasnya maka perhatikan contoh kasus dibawabh ini.
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o AV = 2nx f(x) Ax
) / Ax V= 271:_‘:1’,\‘ flx) dx

\

VMisalkan terdapat sebuah daerah yang dibatasi dengan kurva

oL
\/;;
mengelilingi sumbu y. maka volume yang terbentuk yaitu

pertama dengan cara membuat potongan-potongan terlebih
dahulu dengan aproksimasi sebagai berikut,

sumbu x dengan garis x=1 dan x=4 dan diputar

AV ~ 27xf (X)AX
~ ZﬂxiAx

Ix

Untuk mencari volume benda putar dengan batas x=1
sampai dengan x=4, maka dapat dicari menggunakan rumus
integral berikut.
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Jadi volume benda yang dibatasi dengan kurva y= %
X

sumbu x dengan garis x=1 dan x=4 dan diputar mengelilingi

sumbu y adalah sebesar ?ﬂ' .
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BAB 8
LUAS PERMUKAAN PUTAR

Oleh Karyadi, S.T., M.T.

8.1 Pendahuluan

Luas permukaan benda putar adalah ukuran dari total
area permukaan benda tiga dimensi yang dibentuk saat benda
tersebut berputar sekitar sumbu tertentu (F. M. Dewadi, 2021e).
Benda putar ini sering kali merupakan benda tiga dimensi
seperti bola, silinder, kerucut, atau bentuk lainnya yang
mengalami rotasi (Khoirudin et al, 2021a). Luas permukaan
benda putar dapat dihitung sesuai dengan bentuk dan properti
benda tersebut (Nanda, Dewadi, et al., 2023). Luas permukaan
bola adalah 4mr?, di mana r adalah jari-jari bola (F. M. Dewad,i,
Kristiana, et al,, 2023). Untuk luas permukaan silinder tertutup
yaitu 2mr.(r + h), di mana r adalah jari-jari lingkaran dasar
silinder dan h adalah tinggi silinder (F. Dewadi et al., 2023).
Untuk luas permukaan silinder terbuka yaitu 2mr.(r + h) + 2mr?,
di mana r adalah jari-jari lingkaran dasar silinder dan h adalah
tinggi silinder (Dahri et al., 2023).

Luas permukaan kerucut adalah mr(r + 1), di mana r
adalah jari-jari lingkaran dasar kerucut dan | adalah garis
pelukis atau sisi miring kerucut (F. M. Dewadi, Milasari, et al,,
2023). Untuk benda-benda dengan bentuk yang lebih kompleks,
luas permukaan dapat dihitung dengan berbagai metode
matematis seperti integral, tetapi ini lebih rumit dan
memerlukan pengetahuan matematika yang lebih mendalam (F.
M. Dewadi, Wibowo, et al., 2023).

Penting untuk memahami unit pengukuran yang
digunakan dalam rumus-rumus tersebut (Santosa et al., 2022).
Misalnya, jika jari-jari dinyatakan dalam satuan meter, maka
luas permukaan juga akan dalam satuan meter persegi (F. M.
Dewadi, n.d.).
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Luas permukaan hemisfer adalah 2mnr2, di mana r adalah
jari-jari lingkaran dasar hemisfer (Nanda, Supriyanto, et al,
2023). Luas permukaan kapsul adalah 2nr? + mrh, di mana r
adalah jari-jari bola dalam kapsul dan h adalah tinggi silinder
dalam kapsul (F. M. Dewadi, Nanda, et al., 2023).

Luas permukaan kerucut terpotong adalah mr? + m(R +
r)], di mana r adalah jari-jari lingkaran dasar yang lebih kecil, R
adalah jari-jari lingkaran dasar yang lebih besar, dan 1 adalah
garis pelukis (Mubina & Amir, 2022). Luas permukaan tabung
adalah 4m?Rr di mana R adalah jari-jari lingkaran bagian luar
dan r adalah jari-jari lingkaran bagian dalam tabung (Nanda,
Karyadi, et al.,, 2023). Penting untuk memahami bentuk benda
dan menyesuaikan rumus dengan parameter yang sesuai seperti
jari-jari, tinggi, garis pelukis, dan sebagainya (F. M. Dewadi,
2021d). Pastikan juga untuk menggunakan unit pengukuran
yang konsisten saat menghitung luas permukaan benda putar
sesuai kebutuhan (Kusmiwardhana et al., 2023).

Misalnya y = f(x), yang akan diputar sekitar sumbu x atau
y (F. M. Dewadi, 2023b). Luas permukaan benda putar dalam hal
ini dapat dihitung dengan menggunakan integral tentu (Nanda &
Dewadi, 2023). Terdapat dua rumus yang umum digunakan
yaitu rumus luas permukaan pemutar horizontal dan rumus luas
permukaan pemutar vertikal (F. M. Dewadi et al.,, 2022).

Luas permukaan pemutar horizontal (sekitar sumbu x)

I
=[[a,b]2my * ‘J(l + [f“(x])'j dx (Muhammad et al., n.d.). Luas

permukaan pemutar vertikal (sekitar sumbu y) =[[c, d]2m= *

w|'l(1 + (F'(y))") dy (F. M. Dewadi, 2021).

8.2 Silinder Terpotong

Silinder terpotong adalah benda tiga dimensi yang
merupakan sebagian dari silinder yang lebih besar (F. M.
Dewadi, Bachtiar, et al., 2023). Benda ini memiliki dua bidang
lingkaran sebagai dasar yang sejajar dan dipisahkan oleh suatu
sisi lengkung (Wibowo & Dewadi, 2022).
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Silinder Terpotong Datar (Truncated Cylinder) adalah
silinder terpotong yang dibatasi oleh dua lingkaran dengan
radius yang berbeda dan satu sisi lengkung yang datar (F. M.
Dewadi, 2021b). Dalam hal ini, luas permukaan silinder
terpotong datar dapat dihitung dengan rumus luas Permukaan =
Luas Permukaan Lingkaran Besar - Luas Permukaan Lingkaran
Kecil + Luas Sisi Lengkung (Ma’arof et al.,, n.d.).

Silinder Terpotong Lengkung (Frustrum of a Cone) adalah
silinder terpotong yang dibatasi oleh dua lingkaran dengan
radius yang berbeda dan satu sisi lengkung yang melengkung (F.
M. Dewadi, 2023a). Dalam hal ini, luas permukaan silinder
terpotong lengkung dapat dihitung dengan rumus yang sedikit
lebih kompleks yaitu luas permukaan = (R + r) * V(R2 + r2) +
mR?2 + mr? (Suhendra et al, 2021). R adalah radius lingkaran
besar, r adalah radius lingkaran kecil, dan \/(RZ + r?) adalah garis
pelukis sisi lengkung (Nanda, Karyadi, et al., 2022).

Untuk menghitung luas permukaan silinder terpotong
dalam kasus umum, perlu memahami properti dasar bentuknya,
seperti jari-jari lingkaran dasar besar (R), jari-jari lingkaran
dasar kecil (r), dan garis pelukis sisi lengkung (Wibowo, Dewadi,
etal, 2021).

8.3 Perbandingan Luas Permukaan

Perbandingan luas permukaan benda putar dapat
bervariasi tergantung pada bentuk benda dan parameter yang
digunakan dalam perhitungan (Dimyati et al, 2021). Luas
permukaan silinder dengan tinggi (h) dan jari-jari (r) adalah:
2mr(r + h) (Abbas et al.,, 2021).

Luas permukaan kerucut dengan tinggi (h) dan jari-jari
dasar (r) adalah mr(r + 1), di mana | adalah garis pelukis
(Wibowo, Setiawan, et al., 2021). Perbandingan luas permukaan
kerucut selalu lebih kecil daripada luas permukaan silinder
dengan jari-jari dan tinggi yang sama (F. M. Dewadi et al., 2019).

Luas permukaan silinder dengan tinggi (h) dan jari-jari
(r) adalah: 2mr(r + h) (Lulut Alfaris et al, 2022). Luas
permukaan hemisfer dengan jari-jari (r) adalah 2mr? (Della et al,,
2022). Perbandingan luas permukaan silinder lebih besar
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daripada luas permukaan hemisfer dengan jari-jari yang sama
(Jakariya et al., 2023).

Luas permukaan silinder dengan tinggi (h) dan jari-jari
(r) adalah 2ntr(r + h) (Nanda & Dewadi, 2022). Luas permukaan
kapsul dengan jari-jari bola dalam (r) dan tinggi silinder dalam
(h) adalah 2nr? + mrh (F. M. Dewadi & Sigalingging, 2021).
Perbandingan luas permukaan kapsul biasanya lebih kecil
daripada luas permukaan silinder dengan jari-jari yang sama (F.
M. Dewadi, 2023c).

Luas permukaan bola dengan jari-jari (r) adalah: 4mr2
(Fathan et al., 2022). Luas permukaan silinder dengan tinggi (h)
dan jari-jari (r) adalahZ2nr(r + h) (Suhara, Dewadi, & Hamdani,
2023). Perbandingan luas permukaan bola selalu lebih besar
daripada luas permukaan silinder dengan jari-jari yang sama (F.
M. Dewadi & Supriyanto, 2021).

8.4 Soal-Soal Latihan

1. Hitunglah luas permukaan yang dihasilkan dengan memutar
kurva y = x2 dari x = 0 hingga x = 2 sekitar sumbu x (F. M.
Dewadi, Sriwahyuni, et al., 2023)!

2. Hitunglah luas permukaan yang dihasilkan dengan memutar

—

kurva y = VX dari x = 1 hingga x = 4 sekitar sumbu x
(Alfianto et al., 2023)!

3. Hitunglah luas permukaan yang dihasilkan dengan memutar
kurva y = ex dari x = 0 hingga x = 1 sekitar sumbu x
(Murtalim et al., 2020)!

4. Hitunglah luas permukaan yang dihasilkan dengan memutar
kurva y = sin (x) dari x = 0 hingga x = phi sekitar sumbu x
(Farahdiansari et al., 2021)!

5. Hitunglah luas permukaan yang dihasilkan dengan memutar
kurva y = In (x) dari x = 1 hingga x = 2 sekitar sumbu x
(Mulyadi & Dewadi, 2021)!

6. Hitunglah luas permukaan yang dihasilkan dengan memutar
kurva y = x3 dari x = 0 hingga x = 1 sekitar sumbu y
(Khoirudin et al., 2021b)!

7. Hitunglah luas permukaan yang dihasilkan dengan memutar
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kurva y = 1/x dari x = 1 hingga x = 2 sekitar sumbu x
(Nanda, Supriyono, et al., 2022)!
8. Hitunglah luas permukaan yang dihasilkan dengan memutar

kurvay = VX darix = 0 hingga x = 4 sekitar sumbu (Suhara,
Dewadi, & Febrian, 2023)!

9. Hitunglah luas permukaan yang dihasilkan dengan memutar
kurva y = In (x) dari x = 1 hingga x = 3 sekitar sumbu y (F. M.
Dewadi, 2021a)!

10. Hitunglah luas permukaan yang dihasilkan dengan memutar
kurva y = x2 dari x = 0 hingga x = 3 sekitar sumbu y
(Khoirudin et al., 2021c)!
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BAB 9
FUNGSI LOGARITMA ASLI

Oleh Novrianti

9.1 Pendahuluan

Fungsi logaritma adalah kebalikan dari fungsi
eksponensial. Seperti halnya dengan fungsi eksponensial yang
memiliki berbagai bilangan pokok (basis), logaritma memiliki
berbagai jenis basis pula. Salah satunya adalah bilangan Euler.
jika logaritma memiliki basis bilangan Euler ( e = 2,7182818... )
maka logaritma tersebut disebut sebagai suatu logaritm asli
(natural) [RapidTables, 2023]. yang banyak diterapkan guna
mendapatkan turunan dari perkalian, pembagian, ataupun
perpangkatan fungsi - fungsi.

Grafik fungsi In(x) dan log(x)

---’;-’"’“;”
)1 03 55702709 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29

------- Ind{x) — lom{x)

Gambar 9.1. Perbedaan grafik fungsi In{x} dan leg(x)

9.2 Logaritma Asli

Suatu bentuk logaritma f(x) =log,x dikatakan sebagai
suatu fungsi logaritma, dengan a disebut sebagai basis dari
logaritma, dan x disebut dengan numerus dari logaritma
tersebut. Pada umumnya fungsi logaritma memiliki basis 10.
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Dan secara umum, suatu fungsi logaritma yang berbasis 10
dapat dituliskan dengan logx saja, tanpa menuliskan basisnya.
Hal ini berarti log,, b = logb.

Akan tetapi, Jika basis dari suatu bentuk logaritma
diganti dengan bilangan Euler (e), maka fungsi logaritma akan
dikatakan sebagai suatu fungsi khusus, yaitu fungsi logartima
asli atau logaritma natural yang dituliskan dengan log,_x = Inx,

Suatu fungsi logaritma natural didefinisikan sebagai [Guichard,
2023]

=

Inx = J? dt ;x = 0...(1)

1
Untuk suatu x € (0,3), representasi grafis dari
f(x) = In(x) dapat dilihat pada Gambar 9.2.

Grafik fungsi logaritma asli

Gambar 9.2. Grafik fungsi In(x) untuk x £ (0, 3).

Akan tetapi, secara grafis ruas kanan dari persamaan (1)
untuk suatu x =e, maka In(x) akan bernilai 1. Hal ini
dikarenakan hasil integrasi sisi kanan dari persamaan (1)
memberikan nilai In(e) — In(1) =1 — 0 = 1 [Weisstein, 2023].
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Gambar 9.3. Representasi grafis persamaan (1) untuk x = e.

9.2.1 Sifat - sifat logaritma asli
Sifat - sifat yang berlaku pada logaritma asli pada
umumnya adalah sama dengan sifat yang berlaku pada
logaritma, yakni (Britannica, 2023):
In1=20
In(e) = 1.
Inx*=alnx.
In(xy) = Inx + Iny.
In (}) =Inx—Iny.

elnlx) — x

N kW

xlnl:_}']l — },lnl:.:r:ll

Sifat dari logaritma asli di atas merupakan gabungan dari
fundamental teori dan sifat - sifat yang diperoleh dari turunan
teori - teori dasar kalkulus lainnya, dengan rincian
pembuktiannya dijabarkan di bawabh ini.

1. In1 = 0 (teori fundamental).
2. Inle) = 1.
Bukti: In(e) =log,e=1.m
3. Inx*"=alnx.
Bukti:
d(lnx®)

1
Inx® = =—rax
dx xc

a—1 E
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d{lnx®) @
= | ——dx= | —dx
dx x

= Inx® = aln(x). []
In(xy) = Inx+ Iny.
Bukti:

x B

xy
. 1 1 1
In(xy) = Edt =13 dt + Ed:
1 1

X
Pada pengintegralan suku kedua, akan diselesaikan dengan
menggunakan subtitusi integrasi.
du

Misalkan u = f == f = dt = x du. Demikian pula batas

atas dan bawah pengintegralan, tentu juga akan berubah
mengikuti pengasumsian u = f .

Batasbawah:t=x = u=1.

Batasatas:t=xy =u=y

Sehingga

x 88 TV

v
1 1 1
—dt+ | —dt=Int|{+ | —xdu
t t ux
1 x 1
.
1
1:}111t|f+J‘—du
u
1 r
= (lnx—Inl)+Inu |i
= (Inx—0)+(Iny —In1)
=Inx+ (Iny—0)
S lnx+Iny. [ |

In(;) =Inx—Iny
Bukti:
x o
In(—) = In{xy~1)
¥
Dengan menggunakan sifat 4 dan 3, maka

In(xy ) =lnx+ny *=hx+{(—-1)Iny=Inx—Iny.m

elnlx) — 5

Bukti:
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Eln':x:' =p = lag{elngg.r} =logp
= log,x-loge =logp

= loge-log.x =logp
Slogx=logp=x=pn

xln}' — _}Tl"x.

Bukti:

2 = p = Inx!"Y) =Inp

Dengan menggunakan sifat 3, maka
=In(y)-Inx=Inp

=Inx-In(y) = Inp
sShyl™=hpsy™*=p =n

VPerhatikan contoh - contoh dalam penggunaan sifat logaritma
asli di bawabh ini:
1. Tentukan nilai dari 2 + In(e?).

Penyelesaian:

a.

b.

Dengan menggunakan sifat no 3, maka In(e®) dapat
dituliskan menjadi — 3 .In(e).

Dengan menggunakan sifat no 2, maka

—3.In(e) =3.1=3.

Maka, nilai dari 2 +In(e?)=2+ 3= 5.

2. Tentukan nilai x pada persamaan 11e™3* =33, jika
diketahui In 3 = 1.0985.
Penyelesaian:
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a.

b.

Kalikan kedua ruas persoalan dengan ﬁ, sehingga

dipero-leh — e%5* =3,

Selanjutnya, tarik nilai In dikedua ruas persamaan
sehing-ga menjadi = Ine®** =In 3,

Dengan menggunakan sifat no 3, maka akan menjadi
suatu persamaan berikut = 0.5 xIne = In3.

Selanjutnya gunakan sifat no 2, dan juga gunakan
informasi pada soal, yakni In3 = 1.0986, sehingga
diperoleh = 0.5 xIne = In3 = 0.5 x (1) = 1.0986.

Maka nilai x = 2.1972.



[Britannica Encyclopaedia, 2023].
9.2.2 Turunan dari fungsi logaritma asli
Perhatikan persamaan (1) dengan cara saksama, terllhat
bahwasanya fungsi logaritma adalah integral dari fungsi ; Oleh

karena itu, dengan memanfaatkan informasi ini, kita dapat
menurunkan suatu fungsi logarltma asli sebagai berikut:

1 d(Inx) ti(f tiXJ 1
111x=j—nix = .. (2)
X dx dx B )

Untuk proses lebih lanjut, maka untuk dapat menentukan
rumusan turunan dari fungsi logaritma asli, adalah sama dengan
konsep turunan pada umumnya. Akan tetapi dalam hal ini,
aturan turunan yang akan sering dipakai adalah aturan rantai
(chain rule).

Perhatikan contoh - contoh penurunan fungsi logaritma
asli di bawah ini dengan cermat!

1. Carilah turunan dari In(x?).
Penyelesaian:
a. Misalkanu = x* = ; = 2x.

b. Misalkan v = In{u) — =~ ¥ _ éllalu)) i

du
c. Maka, jika ¥ = flx) = In(x?), turunan dari ¥ dituliskan

menjadi:
dy dy du_l Iy — 1 5 _2x 2
dr dudr u o x T x

2. Dapatkan n11a1 ]1ka diketahui ¥ = In(x* — 3x — 5).

Penyelesaian:
a. Misalkan u = x? —3x— 5 =}d—”= 2x —3.
allnu)) 1

b. Misalkan y = In{u) :‘- ==—=-

c. Maka, jika v = flx) = 111{x- —3x— 5} turunan dari y

dituliskan menjadi:
d}* d} du 1 . 2x—3
— = (2 -3 =
dx du dx u (2x —3) x2—3x-5
3. Tentukan turunan dari g(x) = In({sin x).
Penyelesaian:
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. . du
Misalkan 1 = sinx = —, = COsX,

T fy .
b. Misalkan y = In{u) = gy _ allalw) 1
] du_ du u
Maka, jika ¥ = g{x) = In(sin x), turunan dari y dituliskan
menjadi:
dy dy du 1 COSX ¢
— =—— =—-[CpsX = = cot x
dx du dx u sinx

9.2.3 Integrasi fungsi logaritma asli

Sebagaimana proses penyelesaian persoalan turunan dari

logaritma asli, jika kita menemukan persoalan integrasi, maka
fungsi logaritma asli yang ditemukan adalah berasal dari proses
pengintegralan dengan mengguna-kan aturan pangkat yang
diperumum atau integral substitusi. Untuk memudahkan dalam
memahaminya, kita akan membalikkan 3 contoh per-soalan di

atas. Perhatikan dengan seksama uraian penyelesaiannya.
Tentukan nilai dari inategrasi dibawah ini!
L [zdx 2.[—/——dx 3.[Cotxdx
Penyelesaian:
Untuk menyelesaikan ketiga persoalan di atas, kita
membutuhkan informasi pada persamaan (1), (2), dan
pengetahuan tentang integral subtitusi.
1. f%dx:fz(f) dx:ﬂf dx=2Inx +C=Inx2+C.
Dengan mengasumsikan € = 0, maka
— dx = Inx?
.
2. | 2 dx. Untuk menyelesaikan persoalan ini, kita butuh
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x%*—-3x-5
untuk memisalkan salah satu pembilang atau penyebut,
yang mana turunannya ada di dalam persoalan tersebut.
a. Misalkanu = x*—3x—5 :}Z—j: 2x—3=dx= ﬂ:ia.
b. Subtitusikan informasi tersebut ke persoalan yang
dimiliki, sehingga dimiliki




J‘ 2x — 3 4 _J‘Z:XT—E du jld
¥ —3x—5 = u 2x—3:' u U

=hu+(
c. Dengan mengasumsikan € = 0, dan mengembalikan nilai
dariu = x* —3x — 5, maka

J‘% dx =1In(x%— 3x—5).

3. [eotx dx=[== dx. Untuk menyelesaikan persoalan ini,

Elnx

gunakan metode integral substitusi.
. . du
a. Misalkan u = sinx = —, — cosx = du = cosx dx.
b g

b. Subtitusikan informasi yang dimiliki ke persoalan
integral, sehingga diperoleh
COSX
j - dx=j—du=111u+£'
nx u
c. Dengan mengasumsikan nilai dari C=0, dan
mengembalikan nilai u = sin x, maka

COSX .
- dx = In(sin x).
sinx

9.3 Penerapan Logaritma Asli

Dalam suatu fungsi perkalian, pembagian, ataupun
pemangkatan, untuk dapat menentukan nilai differensiasinya
adalah dengan memanfaatkan fungsi logaritma asli dan sifat -
sifatnya. Hal ini dikenal dengan nama logarithmic
differentiation.
Contoh:
Tentukanlah turunan dari

1 y=71{x).g(x)

)
2 Y=

3_ }.' — afl:.t’:l
Penyelesaian:

1. y=flx).g(x)
= Iny =In(f(x).g(x)) =Inf(x) + Ing(x)
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- d (Iny) _ d(ln f(x) +In g(x))
{ dx ) dxl
{:};}" = }Tlf'f {:Xf} +Q‘1-:1:-_.'X-'}g {x]
=Sy =y (@f’{ﬁx}+i‘—?g’{ﬁx}) l
= (@) .90) (751" + 738’ @)
=y =fF(x).glx)+ flx).g'(x).

_f=
~ glx)
Iny =In (fi ;;) =Inf(x) —Ing(x)
- d (Iny) _ d(In f(x) —In g(x))
{ dx . nixl
{E}E}-‘ =}Tx]f { }__}Q {I}

=y =y (%f’{' ) — -—}g'{'x})

(’;:E)(ﬂx}f x }——}g @)

()
(g{x } g'( })
oy =T g{x} f{x] g’

g*(x)

3. ¥= af=!
=lny = Inafl®) = flx) . Ina
d (1
- (Iny) _ d(f(x).Ina)
) dx dx
ﬁ;}-‘“ =f'(x).Ina
=y =y(f'(x).Ina) = e’ . f'(x) .Ina

Soal - Soal Latihan Logaritma Natural
Dengan menggunakan aturan, sifat, metode yang ada
pada logaritma berbasis bilangan Euler, selesaikan persoalan
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dibawah ini:

1. Carilah nilai % dari:

a. v=Invx+ x®
b. y=3x+In -\.'m
c. yv+1= 2xV2=
2. Hitunglah nilai dari operasi - operasi berikut, jika diketahui
nilai dari In5 = 1.609438.
a. In25
b. In4/5
C. In-=
5

Penyelesaian

1. a.v=Invx+ x°
dy d(lnvx+x?) d(In(x + x2)1/2)
dx dx - dx

1. o L

E{_x +x3)2(1+ 2x) =

1+2x
2(x +x2)

—

=

Vx +x2
b.y=3x+In -\.'m
dy @ (33: + In \,’E;} 3
ax ax A
c.y+1=2xv
Infly +1)=1In (ZX”'H) =In2 +v2xInx
d{ln{v+ 1)) d'[1112 + a.-“ﬂlnx:}

dx - dx

!

; Inx +2x _— Inx +2x
) = _+'.‘|II ﬁ}-"=(2x‘*’-x+ l)(:+L)
y+1 2x =« V2x %

2. DiketahuiIn5 = 1.609438. Maka:
a. In25=1In5%=2In5=2(1.609438) = 3.218876.

b. Iny5=1In5: ==In5 = >(1.609438) = 0.804719.
¢c. lnc=In5"=—In5= —1609438

103



DAFTAR PUSTAKA

RapidTables, Math, Algebra. Online pada Oktober 2023.
https://www.rapidtables.com/math/algebra/Ln.html

Guichard, David.,et.al. Calculus: late trancendentals. Department
of Mathematics at Whitman College. Online pada Oktober
2023.
https://www.whitman.edu/mathematics/calculus_late_o
nline/section09.02.html

Weisstein, Eric W. "Natural Logarithm." From MathWorld--A
Wolfram Web Resource. Online pada Oktober 2023.
https://mathworld.wolfram.com/NaturalLogarithm.html

Britannica Encyclopaedia, 2023. Natural logarithm, access :0ct
15 at https://www.britannica.com/print/article/
406311.

104


https://www.rapidtables.com/math/algebra/Ln.html
https://www.whitman.edu/mathematics/calculus_late_online/section09.02.html
https://www.whitman.edu/mathematics/calculus_late_online/section09.02.html
https://mathworld.wolfram.com/NaturalLogarithm.html
https://www.britannica.com/print/article/%20406311
https://www.britannica.com/print/article/%20406311

105



BAB 10
FUNGSI TRANSENDEN

Oleh Kurnia Ahadiyah

Fungsi transenden merupakan fungsi yang tidak dapat
dinyatakan dalam bentuk berhingga dengan operasi aljabar
pada fungsi konstanta ¥ = k dan fungsi satuan y = x. Saat
SMA, fungsi transenden dikenal dengan fungsi trigonometri
yang meliputi fungsi sinus, kosinus, tangen, cotangen, garis
potong, dan cosecan. Pada kalkulus integral akan dipelajari
fungsi transenden lainnya, khususnya fungsi logaritma dan
eksponennya (invers), fungsi trigonometri invers, fungsi
hiperbolik dan fungsi hiperbolik invers.

Fungsi transenden ini mempunyai pengaruh yang besar
terhadap teknik integrasi, misalnya siswa diminta untuk
memecahkan masalah berikut: [ Vx® —4 dx atau [x'°— 2 dx,
tanpa mempelajari fungsi transenden siswa tidak dapat
menyelesaikannya. Jika siswa tidak mempelajari fungsi
transenden, mereka tidak dapat mempelajari semua teknik
integrasi. Sehingga dapat dikatakan bahwa fungsi transenden
sebagai salah satu fundamental dalam penyelesaian
integral.(Hanifah, 2018)

10.1 Fungsi Logaritma Natural

Logaritma natural merupakan logaritma yang berbasis e,
dimana e adalah sebuah bilangan yaitu 2.718281828459....
Logaritma natural didefinisikan untuk semua bilangan real
positif x dan juga dapat didefinisikan untuk bilangan kompleks
selain nol. Aturan pangkat tidak dapat menyediakan fungsi yang

. 1
antiturunannya adalah - Namun dengan menggunakan

Teorema Dasar Kalkulus, klta dapat mendefinisikan fungsi
integral yang turunannya -. Kita menyebut fungsi ini sebagai

logaritma natural dari x, dllambangkan dengan In x,
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Definisi
Fungsi Logaritma natural, dinyatakan oleh In dan
didefinisikan sebagai

1
Inx = f; dt, x>=0
1
Dimana daerah asalnya merupakan himpunan bilangan real
positif.

Adapun sifat-sifat logaritma natural sebagai berikut:
1. mab=Ina—Inb

2. 1n§=1na,—1nb
3. Ini1=10
4, Ina" =rhha

Contoh soal:

. oy dg .. [p—1
Hitunglah nilai —jikag =In [~—/,p>1
dp N p?
Peyelesaian:

Kita bisa gunakan sifat logaritma natural agar dapat

menyederhanakan nilai g.
1

p—1
q=1n( 3)
P
1 p—1
=—1n( 3)
2 p
1
=5 —1)~np7]
1
=3 [In(p — 1) —3Inp]
Sehingga,
dq_l[ 1 2]_ 2—p
dp 2lp—1 pl 3p2—3p
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10.2 Fungsi Invers

Agar dapat membentuk sebuah fungsi baru dimana untuk
membangun fungsi baru dari fungsi yang sudah ada adalah
dengan “membalik” (membalikkan) fungsi tersebut. Fungsi f
mengambil nilai x dari domain asal D dan memetakannya ke
nilai y dari domain hasil R.

Dalil
Jika f monoton murni di titik asal, maka f mempunyai invers.

Bukti

Misalkan p, dan p, merupakan dua bilangan pada
domain f, dengan p < p,. Karena f monoton, f(p,) < f(p,)
atau f(py) > f(p;). Namun f(p,) # f(p,). Jadi p; # p, artinya
f(p,) # f(p,) yang artinya f adalah fungsi satu-satu sehingga
mempunyai fungsi invers.

Berdasarkan dalil sebelumnya, kita punya cara yang
sederhana untuk menentukan apakah suatu fungsi f monoton
atau tidak, yaitu dengan memeriksa f' pada tandanya, dan perlu
membatasi titik asal fungsi tersebut agar fungsi tersebut
monoton murni pada daerah tersebut sehingga pada daerah
tersebut terdapat fungsi inversnya. Ada cara untuk membuat
suatu fungsi memiliki invers dari suatu fungsi awal yang tidak
memiliki invers pada daerah awalnya karena bersifat
nonmonotonic. Kita hanya perlu membatasi daerah asal menjadi
suatu himpunan sedemikian rupa sehingga fungsi pada daerah
awal yang baru berkurang atau hanya bertambah (secara
monoton). Misalnya, dengan ¥ = f(x)=x, kita dapat
membatasinya pada daerah asal x = 0 atau x = 0 sedangkan
dengan ¥ = g(x) = sinx, kita dapat membatasinya pada
daerah [—m/2,m/2].

Misalkan f adalah kebalikannya, maka

x=fty) =y =[f(x)

Oleh karena itu ¥ = f(x) dan x= f *(¥) mendefinisikan
pasangan yang sama (x,¥), sehingga keduanya mempunyai
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grafik yang identik. Dapat kita bayangkan bahwa pertukaran
peranan x dan ¥ pada suatu grafik tidak lebih dari hasil grafik
yang mencerminkan garis ¥ =x. Oleh karena itu, grafik
v=Ff '1(x] merupakan bayangan cermin dari grafik ¥ = f(x)
terhadap garis ¥ = x. Hal ini ditunjukkan pada Gambar 10.1 dan
10.2.

Gambar 10.1. Grafik Fungsiy = x

A

Gambar 10.2. Grafik Fungsi ¥ = x dan inversnya
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Dari y = f(x) & x = f!(¥), aturan fungsi invers dapat
ditentukan dalam tiga langkah berikut
1. Selesaikan persamaan ¥ = f (x) dengan x sebagai fungsi
dariy.
2. Gunakan f~'(¥)untuk memberi nama ekpresi yang
diperoleh di ¥.
3. Gantikan ¥ dengan x untuk mendapatkan rumus untuk

)

Perhatikan bahwa  ketika v = f(x)=x", Kkita
mendapatkan x = + *JE' yang langsung menunjukkan bahwa

f~! tidak ada, kecuali tentu saja kita membatasi wilayah daerah
asalnya untuk menghapus salah satu tanda (+) atau (-).

Dalil Fungsi Invers

Misalkan f adalah fungsi monoton dan terdiferensiasi pada
interval I. Jika f'(x) # 0 di suatu x tertentu dalam I, maka
f~* dapat diturunkan di titik yang berpadanan y = f(x)
dalam daerah hasil f dan

iy o L
(F'0)= 705

Contoh Soal:
Perlihatkan bahwa f(x) =5x +2 mempunyai invers,
cari rumus untuk f~'(¥) dan periksa kebenaran hasil-hasil

FHF()) = x dan F(F7H () = y!

Penyelesaian:

Karena f fungsi naik, maka mempunyai invers. Untuk
mencari f *(¥), kita selesaiakn ¥ = 5x + 2, yang memberikan
x = }5;: = f~(y). Sekarang kita perhatikan bahwa,

(5x+2)—-2

@) =frex+2)=——F——=x
Frr o =F() =s(22) + 2=y
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Sehingga, benar bahwa f~*(f (x)) = x dan F(f *(»)) = »

10.3 Fungsi Eksponen Natural

Fungsi eksponensial natural, ¥ =exp(x), adalah
kebalikan dari logaritma natural. x = exp(y) Sy=Inzx.
Bilangan dasar fungsi ini, ditulis e =exp(1) jadi Ine=1.
Ekspansi desimal bilangan ini adalah e # 2,71828182845 ...

A

8
y=In"x
= or
x=Iny
61—

Gambar 10.3. Grafik Fungsi In dan Inversnya

Oleh karena itu, [] %dt =1

Dari definisi tersebut langsung diperoleh bahwa
l.exp(lnx)=x,jikax >0
2.In(exp(x)) =x
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Perlu diperhatikan, bahwa e adalah bilangan transenden
(dibuktikan dengan Euler), artinya tidak ada polinomial p(x)
sehingga p(e) = 0. Kita dapat memastikan (untuk bilangan
rasional r), bahwa y =exp(x) adalah fungsi eksponesial.
er = exp(lner) = exp(rine)= exp(r) Sejauh ini kita telah
menentukan eksponen rasionalnya. Untuk x irasional, kita
kembali ke definisi fungsi eksponesial(Varberg, Dale; Purcell,
2001), yaitu :

e* = exp (x)

Turunan EKksponen Asli e*

Andaikan ¥ = *, maka

x=Iny

Turunkan kedua ruas berdasarkan x, sehingga diperoleh

Dari pernyataan diatas, terbukti bahwa turunan dari e*
adalah:

D e*=e*

Contoh soal:

3
Tentukan nilai D, e* 7%}
Penyelesian:

Dxexa'ln.:r — E.ra'ln.er [xalnxj
— ,x°Inxyp, 3 E 2
=e (x*.—+3x"Inx)

x

=x:ex=l”(1 +3Inx)

10.4 Fungsi Eksponen Umum dan Fungsi Logaritma
Umum
Kita telah berhasil menentukan e® untuk sebarang
bilangan real x, termasuk e”. Tapi bagaimana dengan m°? Kita
akan menggunakan hubungan x = exp(In x).
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Definisi
Jika a > 0 dan adalah sebarang bilangan real, maka
a® = e.r!;'z ]

Dengan demikian, kita peroleh bahwa

In(a*) = ln[e‘“““} =xlna

Catatan: definisi di atas memungkinkan kita untuk memperluas
aturan In(a”) =In(e"'™*)=rlna yang sebelumnya hanya
diterapkan pada r rasional.

Sifat-sifat fungsi eksponen diberikan oleh a = 0,b = 0,

dan x, ¥ adalah sebarang bilangan real.

1. ata¥ = ﬂ,‘r-b-

2. () =a”
3 (g) B
4, S =a"
5. (ab)* =a*b*

Pada bagian ini, kita akan membuat Fungsi Logaritma
dengan basis bilangan positif a = 1,log,x. Fungsi ini
didefinisikan sebagai invers dari fungsi eksponensial a*.

Definisi
Misalkana = 0,a # 1, makay =log_x & x = a”

Catatan: In =log, x dengan logaritma biasa dapat diperoleh
secara berikut. Misalkan ¥ = log, x sehingga x = a”.
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Gambar 10.4. Fungsi Logaritma secara Umum dan Inversnya

Inx =Ina” =y .Inasehinggalog,x = t:_j

Contoh Soal:
Jika y = log,,(x® + 4), carilah nilai :_i !

Penyelesian:
Misalkan u = x* + 4 dan terapkan aturan rantai
dy 1 . 3x°

S Ve S —
dx (x*+4)n10 "  (x*+4)In10

10.5 Fungsi Trigonometri Balikan

Dalam pembahasan ini, kita akan menjelaskan notasi
invers untuk fungsi trigonmetri dengan membatasi domain
(daerah asalnya).
Invers Sinus dan Cosinus

Grafik invers dari fungsi sinus dan invers dari fungsi
cosinus diperoleh dengan merefleksikannya pada garis v = x.
Namun, pertama-tama kita perlu menentukan domain mana
yang berlaku untuk setiap fungsi sinus dan cosinus untuk
mendapatkan inversnya(Dewadi et al, 2023). Untuk sinus,
batasan domain dilakukan pada [—=,Z] sedangkan batasan

domain untuk cosinus dilakukan pada-[ll )
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Definisi

Secara formal, invers dari sinus dan cosinus dituangkan
dalam definisi berikut

Batasan domain dari masing-masing invers fungsi sinus dan
cosinus adalah [—= ,~ ] dan [0, 7], sedemikian sehingga

S . i i
x = sin }fﬁ}==sm:x,—E£x£—

x=cos lyeSy=cosx,0=x<mw

Notasi arcsin umumnya digunakan untuk sin-! dan arccos
umumnya digunakan untuk cos-l. x = arcsin y artinya "besar
busur atau sudut x sedemikian rupa sehingga sinus dari x
bernilai ¥".

Invers Tangent dan Secant

Definisi
Untuk mendapatkan invers untuk tangent dan secant, kita
batasi domain untuk invers tangen pada [—= ,~ ], sedangkan

batasan domain untuk invers secant adalah [0,=) U (<, ],
sedemikian sehingga
x=tan 'y < y=tanx ,—

x =sec 'y <y =secx ,0

Agar memudahkan dalam mengingat rumus invers
1 1 : .
secant, kita lihat bahwa secx = —— sehingga didapatkan

. e
sec 'y =cos ! (—)
: Y

Adapun beberapa Identitas Trigonometri diberikan
sebagai berikut:

1. sin(cos™'x) =v1— x?
2. cos(sin”tx) = V1 —x?
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3. sec{tan™'x) = V14 x?

Vvxi—1, untukzx=1;

| ]

4. tan(sec™'x) = {
—x*—1, untukx< -1

Contoh Soal :
Hitunglah nilai dari sin[2 cos™* G)] !
Penyelesaian:
Ingat kesamaan sudut ganda sin 2a = 2sin a cos a.
Sehingga,
.1 1 1

sin[2cos ™t (g)] = 2sin[cos™! (g)] cos[cos™! (E)]

5

| Iy 2
2 i-(3) 2
\ 3/ 3

10.6 Turunan Fungsi Trigonometri
Dalam materi pada Matematika Dasar I, kita mempelajari
turunan dari 6 fungsi trigonometri, yaitu
D _sinx =cosx
D tanx = sec’x
D _secx = secxtanx

D, .= —sinx )
D cotx = —cscx
D, cscx = —cscxcotx

Sekarang kita bisa menggabungkannya dengan aturan
rantai. Misalkan u = f(x) adalah fungsi yang terdiferensiasi,
maka
D sinu =cosu.D_u

Berdasarkan  Dalil Fungsi Invers, kita dapat
menyimpulkan bahwa sin-1, cos-1, tan-1, dan sec'! merupakan
fungsi-fungsi yang terdiferensiasi. Tujuan kita adalah untuk
mendapatkan rumus turunan dari fungsi-fungsi tersebut.

Adapun turunan dari 4 fungsi invers trigonometri
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disajikan dalam Dalil berikut.

Dalil
Turunan dari empat fungsi trigonometri
1. D sin"'x= ; —1l=x=<1
»l—xT
2 D_rccrs_lx=— ; —1=x=1
I
-1, —
3. D,tan " x = ot
-1 . 1
4, D _sec  x= e lx] = 1
Contoh Soal:
Carilah nilai D, dari sin™*(x + 1) !
Penyelesaian:
D, sin"!'(x+1) = D (x+1)
J1—(x+1)°

1

V—x?—2x

10.7 Fungsi Hiperbolik dan Balikannya

Definisi
Sinus hiperbolik, cosinus hiperbolik, dan keempat hubungan
lainnya didefinisikan sebagai berikut:
g¥ —e™*
sinhx =
2
e*+ e *
coshx = ———
2
sinh x
tanh x =
coshx
coshx
cothx = —
5111111 x
hxy =
sechx C?th
schx =
e sinh x
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Dari pengertian fungsi hiperbolik, kita dapat memperoleh

beberapa sifat sebagai berikut :

1. cosh®x —sinh®x =1

2. Persamaan parametrik x =cosht dan vy =sinht
menggambarkan hiperbola satuan x* — y* = 1

3. Fungsi sinus hiperbolik merupakan fungsi ganjil,
sinh(—x) = —sinhx, sedangkan cosinus hiperbolik
merupakan fungsi genap, cosh(—x) = coshx

4. Tanah adalah fungsi ganjil, dan sech adalah fungsi genap

Turunan fungsi hiperbolik disajikan pada dalil berikut:

Dalil

D, sinh x = coshx
D, .coshx = sinhx
D_tanh x = sech®x

D, cothx = —csch®x
D_sechx = —sechx tanh x
D._.cschx = —cschx cothx

Karena sinus hiperbolik dan cosinus hiperbolik sama-
sama mempunyai turunan yang positif, maka keduanya
meningkatkan fungsi dan memiliki invers. Untuk mendapatkan
invers dari cosinus hiperbolik dan secant hiperbolik, kita perlu
membatasi domainnya hingga x = 0

x=sinh ™'y < y =sinhx
x=cosh™'y & y=coshx danx =10
x=tanh™'y & y=tanhx
x=sech™y & y=sechx danx=0

Karena fungsi hiperbolik didefinisikan dalam bentuk e*
dan 7", invers dari fungsi hiperbolik juga ditulis dalam
logaritma natural. Himpunan ¥ = cesh x untuk x = 0, kita bisa
menuliskannya sebagai
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Tujuan kita adalah mendapatkan fungsi untuk x, yang
akan membawa kita terhadap cosh™ y. Dengan cara mengalikan
kedua sisi dengan 2e*, maka kita bisa mendapatkan
2ye® = e™ 4+ 1, atau

(e¥)*—2ve*+1=0,x=0
Atau dapat kita tulis,

. 2y+y(2y)* -4
E =
2

=y+yyi-1
Sehingga,
x = 1n(_v+ Vyi— 1)

Dari pernyataan diatas, kita bisa dapatkan invers fungsi
hiperbolik sebagai berikut:

sinh™ x = In(x + yx2+ 1)

cosh™x =In(x +yx?—-1), x=1
) 1 14+=x
tanh ™t x =—In
2 1—x
14+ vV1—x2
_—, 0<x=<1

, —1l=x<=<1

X

sech™tx = 111(

Sehingga, turunan fungsi invers hiperbolik adalah sebagai
berikut:

1

D, sinh™x = ———
Vet +1
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D, cosh™ x = - . x=1
vxe—1
_1 1
D tanh™ " x = -, —1=<x=1
1 —x-
stech_1x=— = 0=x=<1
vl —x?

Contoh soal:

Tentukan nilai dari D, cosh®(2x + 1) !
Penyelesian:

Kita gunakan aturan rantai dua kali sebagai berikut:
D, cosh®(2x + 1) = 2cosh(2x + 1)D, cosh(2x + 1)
= 2 cosh(2x + 1) sinh(2x + 1)D,(2x + 1)

= 4 cosh(2x + 1) sinh(2x + 1)
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BAB 11
TURUNAN

Oleh Sediyanto

11.1 Pendahuluan

Pada dasarnya, konsep turunan merupakan pilar utama
dalam kalkulus yang memungkinkan kita memahami dan
mengukur perubahan suatu fungsi terhadap variabelnya (Ji et
al, 2020). Turunan memberikan wawasan mendalam tentang
bagaimana suatu fungsi berfluktuasi pada tingkat lokal,
memungkinkan kita melihat "kecepatan" atau "gradien"
perubahan pada setiap titik dalam kurva(Bolte & Pauwels,
2021). Dengan kata lain, turunan memungkinkan kita melihat
dinamika suatu fenomena matematika dan fisika dengan cara
yang lebih terperinci(Montoya et al, 2023). Notasi turunan,
seperti f'(x), menjadi kunci dalam menjelaskan laju perubahan
ini, dan aturan turunan memberikan alat matematis untuk
menghitungnya(Upadhyaya, 2020). Dalam perjalanan kita
menjelajahi konsep ini, kita akan merambah aturan-aturan
turunan, teknik-teknik khusus, dan penerapannya dalam
memecahkan berbagai masalah riil di berbagai bidang ilmu.
Dengan demikian, pemahaman terhadap turunan menjadi
fondasi yang kokoh dalam eksplorasi matematika yang lebih
lanjut. Selain dari sisi konsep matematis, turunan memiliki
relevansi luas dalam berbagai disiplin ilmu(Bunin Yelets State
University & Shcherbatykh, 2021). Dalam fisika, turunan
digunakan untuk menggambarkan pergerakan objek, kecepatan,
dan percepatan. Di bidang ekonomi, turunan membantu
menganalisis  tingkat  perubahan  fungsi-fungsi  yang
menggambarkan kesejahteraan ekonomi(Luo et al, 2018).
Dalam ilmu komputer, turunan terlibat dalam pengembangan
algoritma dan pemrosesan sinyal(]. Wang, 2021). Oleh karena
itu, pemahaman konsep dasar turunan membuka pintu bagi
pemecahan masalah di berbagai bidang dengan pendekatan
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matematis yang kuat(Atangana, 2021). Aturan turunan menjadi
pedoman kritis dalam menghitung turunan fungsi-fungsi yang
lebih kompleks. Aturan Pangkat, Aturan Perkalian, Aturan
Pembagian, dan Aturan Rantai adalah beberapa aturan turunan
yang mendasar(Ye et al, 2019). Memahami dan menguasai
aturan-aturan ini menjadi keterampilan yang krusial dalam
menjelajahi kalkulus lebih lanjut dan dalam menerapkan konsep
turunan pada berbagai permasalahan dunia nyata(Hu et al,
2023). Sebagai kesimpulan, pendahuluan turunan memberikan
landasan penting untuk memahami kalkulus dan penerapannya
di berbagai bidang. Dengan pemahaman konsep turunan dan
aturan-aturan turunan, seseorang dapat menjelajahi aspek-
aspek lebih lanjut dari matematika dan menerapkan kalkulus
secara efektif dalam berbagai konteks ilmiah dan praktis.

11.2 Aturan Turunan

Aturan turunan adalah seperangkat pedoman matematis
yang mempermudah perhitungan turunan fungsi(Porebski,
2022).

Aturan-aturan ini menjadi kunci dalam kalkulus yang
memungkinkan kita menghitung turunan berbagai jenis fungsi
dengan lebih efisien. Salah satu aturan dasar adalah Aturan
Pangkat, yang menyatakan bahwa turunan dari x" ( dengan n
sebagai konstanta) adalah nx‘*"Y_ Aturan ini sangat berguna
ketika kita berhadapan dengan fungsi polinomial. Aturan
lainnya termasuk Aturan Perkalian, Aturan Pembagian, dan
Aturan Rantai, yang memberikan pedoman untuk menghitung
turunan fungsi-fungsi yang lebih kompleks melibatkan operasi-
operasi tersebut. Misalnya, Aturan Perkalian mengajarkan cara
menghitung turunan dari hasil perkalian dua fungsi, sementara
Aturan Rantai memandu kita dalam menangani fungsi-fungsi
yang tergantung satu sama lain(Raskin & Sira, 2020). Selain
menghitung turunan, aturan turunan juga membantu dalam
mengidentifikasi titik kritis dan nilai maksimum atau minimum
fungsi(Skurnick & Roethel, 2020). Dengan menggunakan aturan-
aturan ini, kita dapat menganalisis grafik fungsi dengan lebih
mendalam dan memahami perilaku matematis dari berbagai
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model. Pemahaman aturan turunan juga menjadi dasar untuk
teknik-teknik lanjutan dalam kalkulus, seperti integral(Hare &
Jarry-Bolduc, 2020). Penting untuk diingat bahwa penerapan
aturan turunan sering kali memerlukan kecermatan dan
pemahaman konsep-konsep dasar kalkulus. Dalam konteks
pengajaran dan pembelajaran, aturan turunan sering diakui
sebagai alat yang kuat untuk memperkenalkan mahasiswa pada
konsep-konsep kalkulus dengan pendekatan yang lebih
konkrit(Madeira et al, 2019). Dengan memahami dan
menguasai aturan turunan, seseorang dapat membuka pintu ke
dunia yang lebih luas dalam matematika dan aplikasinya di
berbagai bidang. Ada beberapa aturan turunan dasar yang
digunakan dalam kalkulus untuk menghitung turunan suatu
fungsi(]Jleli et al., 2019). Berikut adalah beberapa aturan turunan
yang paling mendasar :
1. Aturan Pangkat
Turunan dari x="( dengan n sebagai konstanta) adalah
nx{:lz—lll.
Contoh : Turunan dari x*adalah 3x~,
2. Aturan Konstanta
Turunan dari konstanta c adalah 0
Contoh: f(x) =5, maka f'(x) =0
3. Aturan Penjumlahan
Turunan dari jumlah dua fungsi adalah jumlah turunan
keduanya.
Contoh : f(x) = g(x) + h(x), maka f'(x) = g'(x) + h'(x)
4. Aturan Perkalian
Turunan dari hasil perkalian dua fungsi adalah turunan
pertama kali fungsi kedua ditambah turunan kedua kali
fungsi pertama.
Contoh :
maka f'(x) = g'(x) .h(x) + g(x) .h'(x)
5. Aturan Pembagian
Turunan dari hasil pembagian dua fungsi adalah (turunan
pertama kali fungsi kedua dikurangkan turunan kedua kali
fungsi pertama) dibagi oleh fungsi kedua yang
dikuadratkan.
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Contoh: f(x) =2 "x:, maka f'(x) =% “‘xml‘:{_f.m'h““”
x (x)®

R
6. Aturan Rantai (Chain Rule)
Turunan dari fungsi bersarang adalah turunan fungsi luar
kali turunan fungsi dalam.
Contoh : f(x) = g(h(x)), maka f'(x) = g'(h(x)) .h'(x)
7. Aturan Turunan Eksponensial
Turunan dari e* adalah e*
Contoh : Turunan dari a® (dengan a konstanta positif)
adalah a*.In(a)
8. Aturan Turunan Logaritmik

Turunan dari Ln(x) adalahf

Turunan dari Log, (x) (dengan a konstanta positif) adalah
1

xlnia)

11.3 Metode Turunan

Metode turunan merupakan serangkaian teknik
matematika yang digunakan untuk menghitung turunan dari
berbagai jenis fungsi(Ali et al., 2020). Salah satu metode umum
yang digunakan adalah metode aturan turunan, yang melibatkan
aturan-aturan matematis yang memandu kita dalam
menghitung turunan fungsi. Aturan-aturan tersebut termasuk
Aturan Pangkat, Aturan Perkalian, Aturan Pembagian, dan
Aturan Rantai. Dengan menggunakan aturan-atran ini, Kkita
dapat menguraikan fungsi-fungsi kompleks menjadi bagian-
bagian yang lebih sederhana, sehingga memudahkan proses
perhitungan turunan. Selain aturan turunan, terdapat juga
metode lain yang sering digunakan, seperti metode substitusi
dan metode penjumlahan atau pengurangan(Lotfy et al., 2020).
Metode substitusi melibatkan penggantian variabel dengan
ekspresi baru untuk menyederhanakan fungsi sebelum dihitung
turunannya(Shi et al., 2022). Metode ini sering digunakan ketika
kita memiliki fungsi-fungsi yang kompleks atau lebih sulit
diakses dengan menggunakan aturan turunan langsung. Metode
penjumlahan atau pengurangan, di sisi lain, dapat membantu
kita merangkai fungsi-fungsi menjadi bentuk yang lebih mudah
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untuk dihitung turunannya. Penting untuk dicatat bahwa
pemilihan metode turunan sering tergantung pada kompleksitas
fungsi dan preferensi pribadi. Dalam kalkulus, kemampuan
untuk memilih dan menerapkan metode turunan yang tepat
adalah keterampilan yang sangat berharga. Pemahaman yang
mendalam terhadap aturan turunan dan penguasaan terhadap
berbagai metode turunan memungkinkan para matematikawan
dan ilmuwan untuk menghadapi berbagai tantangan dalam
analisis matematis, pemodelan fenomena alam, dan
pengembangan teori-teori baru dalam berbagai disiplin
ilmu(Lange, 2022).

Salah satu contoh penerapan metode turunan adalah
dalam optimisasi. Misalkan kita memiliki fungsi matematis yang
menggambarkan suatu masalah, dan kita ingin menemukan nilai
minimum atau maksimum dari fungsi tersebut. Dalam hal ini,
turunan dapat membantu kita menemukan titik kritis atau nilai
ekstrim(T. Wang et al., 2023).

Contoh sederhana adalah fungsi kuadrat
f(x)= ax*+bx+c, dimana a, b, c konstanta. Untuk
menemukan titik minimum atau maksimum dari fungsi ini, kita
dapat menggunakan turunan. Turunan pertama dari fungsi
kuadrat ini adalah f'(x) = Zax+b

Dalam mencari nilai minimum atau maksimum, kita
mencari titik di mana turunan pertama sama dengan nol

11.4 Aplikasi Turunan

Turunan, sebagai konsep utama dalam kalkulus, memiliki
aplikasi yang meluas di berbagai bidang kehidupan dan ilmu
pengetahuan. Salah satu aplikasi yang paling terkenal adalah
dalam fisika, di mana turunan digunakan untuk menggambarkan
konsep perubahan dan laju perubahan. Misalnya, turunan fungsi
posisi terhadap waktu memberikan kita kecepatan obijek,
sedangkan turunan kedua memberikan percepatan. Ini sangat
penting dalam pemodelan gerakan benda dan analisis sistem
dinamis(Djilali & Ghanbari, 2021). Dalam ekonomi, turunan
digunakan untuk menganalisis perubahan dan kebijakan
ekonomi. Turunan dari fungsi keuntungan terhadap jumlah
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produksi memberikan informasi tentang seberapa efektif suatu
perusahaan dapat menghasilkan keuntungan. Pemahaman
terhadap turunan memainkan peran krusial dalam pengambilan
keputusan ekonomi dan merancang strategi bisnis(Kondratenko
& Volkova, 2021). Dalam dunia teknologi informasi, turunan
digunakan dalam pengolahan sinyal dan analisis data(Lu et al,,
2020). Misalnya, dalam pengenalan suara atau gambar, turunan
dapat digunakan untuk mengidentifikasi pola dan karakteristik
kunci. Turunan juga digunakan dalam algoritma optimisasi
untuk meminimalkan atau memaksimalkan fungsi tujuan, yang
penting dalam desain algoritma dan kecerdasan buatan. Selain
itu, turunan memiliki peran penting dalam ilmu biologi dan ilmu
kedokteran. Dalam studi perubahan populasi, turunan
digunakan untuk memahami laju pertumbuhan dan faktor-
faktor yang memengaruhinya. Dalam konteks kedokteran,
turunan sering digunakan untuk menganalisis data medis,
seperti mengidentifikasi perubahan dalam fungsi tubuh dan
mengembangkan model matematika untuk penyakit dan
respons terhadap pengobatan(Qu et al, 2021). Dengan
demikian, pemahaman dan penerapan turunan tidak hanya
menjadi kunci dalam matematika murni tetapi juga memberikan
landasan untuk solusi praktis dalam berbagai bidang kehidupan
sehari-hari dan ilmu pengetahuan.
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