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KATA PENGANTAR

Puji dan syukur kami panjatkan ke hadirat Tuhan Yang Maha
Esa, yang telah memberikan rahmat dan karunia-Nya sehingga
buku berjudul Aljabar Linier Teknik Elektro ini dapat diselesaikan.
Isi buku ini mencakup pembahasan tentang vektor, jarak euclidean,
dot product dan cross product antara dua vektor, basis dan dimensi
dari suatu ruang vektor, definisi matriks dan operasi matriks,
matriks-matriks Kkhusus; transformasi elementer, determinan
matriks 2 x 2, determinan matriks n x n, perhitungan invers matriks
x dengan metode adjoint dan eliminasi gauss-jordan, penyelesaian
sistem persamaan linier dengan determinan matriks, penyelesaian
sistem persamaan linier (spl) dengan invers matriks, dan
penyelesaian sistem persamaan linear (spl) dengan metode gauss
dan gauss jordan. Akhir kata, kami berharap buku ini dapat menjadi
referensi yang bermanfaat bagi semua pembaca.

Padang, Juni 2025
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BAB 1
VEKTOR

Oleh Abdul Azis

1.1 Pendahuluan

Dalam disiplin teknik elektro, konsep vektor merupakan
fondasi utama dalam memahami dan memodelkan berbagai
fenomena fisis yang bersifat vektor, seperti medan listrik,
medan magnet, gaya, arus, serta tegangan. Fenomena-
fenomena ini tidak hanya memiliki besar (magnitudo) tetapi
juga arah, yang menjadikan representasi vektor sebagai alat
yang sangat esensial dalam analisis teknis dan perancangan
sistem elektro (Sadiku, 2018).

Misalnya, medan listrik yang dihasilkan oleh muatan titik
akan memiliki arah dari muatan positif menuju muatan
negatif dan nilai besarnya bergantung pada jarak serta besar
muatannya. Untuk menggambarkan fenomena ini secara
matematis, digunakan vektor posisi, vektor gaya, dan vektor
medan. Dengan kata lain, vektor memungkinkan para insinyur
untuk menyatakan perubahan fisik dalam ruang tiga dimensi
secara lebih presisi dan konsisten (Ulaby & Ravaioli, 2023).

Selain itu, dalam analisis rangkaian listrik tiga fasa atau
sistem koordinat dalam elektromagnetika, penggunaan
vektor tak hanya sekadar untuk menunjukkan arah dan
besaran, tetapi juga terlibat dalam operasi matematis
kompleks seperti penjumlahan, proyeksi, perkalian dot (dot




product), dan perkalian silang (cross product). Operasi-
operasi tersebut berguna untuk menghitung torsi motor, gaya
Lorentz, serta distribusi arus pada penghantar (Sadiku, 2018).

Pemahaman yang kuat terhadap vektor juga merupakan
prasyarat dalam mempelajari ruang vektor, transformasi
linear, dan sistem koordinat ortonormal yang lebih lanjut
dibahas dalam aljabar linier. Dalam konteks pendidikan
teknik, penguasaan konsep ini membantu mahasiswa
menjembatani antara teori matematika dan penerapannya
dalam teknologi (Lay, et al., 2022).

Oleh karena itu, sebelum mempelajari transformasi
matriks, sistem persamaan linier, atau aplikasi numerik
lainnya, penguasaan materi tentang vektor menjadi landasan
penting dalam kurikulum aljabar linier untuk mahasiswa
teknik elektro.

1.2 Definisi Vektor

Dalam bidang teknik elektro dan aljabar linier, istilah
vektor merujuk pada besaran yang memiliki arah dan besar
(magnitudo). Vektor tidak hanya terbatas pada
penggambaran fisik seperti dalam fisika klasik (misalnya gaya
atau kecepatan), tetapi juga digunakan secara matematis
sebagai susunan bilangan yang merepresentasikan posisi atau
perubahan dalam ruang berdimensi dua, tiga, atau lebih (Lay,
etal, 2022).

Vektor dibedakan dari besaran skalar, karena hanya
memiliki nilai besar tanpa arah. Misal besaran skalar meliputi
suhu, waktu, massa, dan energi. Sebaliknya, dalam teknik
elektro, vektor digunakan untuk menyatakan fenomena




seperti arus, tegangan, serta transformasi sinyal dan sistem
dinamis (Sadiku, 2018).

Dalam aljabar linier, notasi vektor biasanya ditulis dalam
huruf tebal kecil seperti ¢, d, u, v, dan w, sedangkan besar
vektor (yang merupakan skalar) dapat ditulis dengan huruf
miring kecil seperti ¢, d, u, v, dan w (Anton, et al., 2019).

Secara geometris, vektor direpresentasikan sebagai
sebuah garis berarah (panah) dalam ruang dimensi dua atau
tiga. Arah dari panah menunjukkan orientasi vektor,
sedangkan panjangnya menggambarkan besar atau
magnitudo vektor tersebut. Pangkal panah disebut titik awal
vektor, dan ujung panah disebut titik terminal. Gambar 1.1
menunjukkan vektor v memiliki titik awal di titik A dan titik B
merupakan titik akhir, maka vektor tersebut dapat dituliskan
sebagai (Anton, et al., 2019):

—_—

v=AB

A

Gambar 1. 1 Vektor v = AB
(Sumber : Anton, et al., 2019)

Vektor-vektor yang memiliki arah dan besar yang sama,
meskipun titik awalnya berbeda, disebut vektor ekuivalen.
Sebagai contoh, jika dua vektor v dan w memiliki panjang dan
arah yang identik, maka vektor tersebut dapat dinyatakan
sebagai ekuivalen, ditulis (Lay, et al., 2022):

V=W




Gambar 1. 2 Vektor Ekuivalen
(Sumber : Lay, et al., 2014)

Vektor yang tidak memiliki panjang disebut sebagai
vektor nol, dan biasanya dilambangkan dengan simbol 0.
Dalam operasi penjumlahan vektor, vektor nol bersifat
identitas, sehingga penjumlahan diantara vektor nol dan
vektor apa pun akan menghasilkan vektor itu sendiri,
sebagaimana dinyatakan dalam (Anton, et al., 2019):

O0+v=v+0=v

Vektor nol tidak memiliki arah karena tidak
menunjukkan pergeseran posisi dalam ruang, namun tetap
penting secara aljabar dalam operasi vektor, terutama sebagai
elemen netral dalam penjumlahan (Strang, 2023).

Untuk setiap vektor v, terdapat vektor negatif -v yaitu
vektor yang memiliki panjang yang sama tetapi berlawanan
arah. Jika v merupakan vektor tak nol, maka -v
direpresentasikan secara geometris sebagai panah yang
menunjuk ke arah yang berlawanan dari v, seperti yang
ditunjukkan dalam Gambar 1.3. Penjumlahan antara suatu
vektor dan negatifnya akan menghasilkan vektor nol, atau
(Anton, et al.,, 2019):

v+(-v)=0




Gambar 1. 3 Negatif dari vektor v
(Sumber : Anton, et al., 2019)

1.3 Vektor Dalam Susunan Koordinat Ruang
Berdimensi Satu, Dua, Tiga

» Vektor Dalam Ruang Berdimensi Satu

Dalam ruang berdimensi satu, vektor direpresentasikan
sepanjang satu garis lurus, biasanya pada sumbu x dalam
sistem koordinat Kartesian. Vektor satu dimensi hanya
memiliki satu komponen arah, yaitu ke kanan (positif) atau ke
kiri (negatif) dari titik acuan nol (origin) (Anton, et al., 2019).
Representasi ini umum digunakan dalam matematika dasar
maupun fisika untuk menunjukkan posisi atau perpindahan
dalam arah linear.

Gambar 1. 4 Sistem Koordinat Ruang Berdimensi-1
(Sumber : Anton, et al., 2019)




Gambar 1.4 menunjukkan representasi visual dari sistem
koordinat satu dimensi (1D), yang terdiri atas garis lurus
horizontal sebagai sumbu x. Titik tengah pada garis ini adalah
origin (0), yang menjadi acuan posisi dan arah vektor. Pada
gambar, panah ke arah kanan dari titik nol menandakan
vektor dengan nilai positif, seperti v = +5, yang berarti
perpindahan sejauh 5 satuan ke kanan. Sebaliknya, panah ke
arah kiri menunjukkan vektor dengan nilai negatif, seperti v =
-3, yang berarti perpindahan sejauh 3 satuan ke kiri (Serway
& Jewett, 2019).

Representasi vektor satu dimensi dapat dianggap sebagai
kasus khusus dari vektor dua atau tiga dimensi, di mana
komponen lainnya bernilai nol. Artinya, vektor satu dimensi v
= x dapat ditulis sebagai v = (x, 0) dalam dua dimensi, atau v =
(x, 0, 0) dalam tiga dimensi (Varberg, et al., 2010).

» Vektor Dalam Ruang Berdimensi Dua

Pada ruang dua dimensi, vektor digambarkan pada
bidang datar dan memiliki dua komponen, yakni komponen
horizontal yang sejajar dengan sumbu-x dan komponen
vertikal yang sejajar dengan sumbu-y. Sistem koordinat
Kartesian dua dimensi digunakan untuk menentukan posisi
suatu titik atau arah vektor berdasarkan dua nilai, yaitu:
komponen x dan komponen y. Setiap vektor dalam ruang
berdimensi dua ditulis dalam bentuk pasangan terurut (x, y),
di mana x menyatakan komponen vektor pada sumbu
horizontal dan y menyatakan komponen vektor pada sumbu
vertikal (Anton, et al,, 2019).

Secara geometris, vektor dua dimensi direpresentasikan
sebagai panah yang dimulai dari titik asal (origin) di (0, 0) dan
berakhir di suatu titik (x, y) dalam bidang koordinat (Anton,
et al., 2019). Panjang dari panah tersebut mencerminkan




besar atau magnitudo dari vektor, sedangkan arah panah
menunjukkan arah vektor dalam bidang dua dimensi (Kuttler,
2020).

Misalnya, suatu vektor v dapat divisualisasikan seperti
pada Gambar 1.5. Jika vi dan vz merupakan komponen-
komponen dari vektor v sepanjang sumbu-x dan sumbu-y,
maka v dapat ditulis dalam bentuk koordinat sebagai (Anton,
etal, 2019):

v = (v, v2)

v (vy, v2)

0

Gambar 1. 5 Vektor dalam Ruang Berdimensi-2
(Sumber : Anton, et al., 2019)

Titik ujung dari panah tersebut, yaitu titik (v1, v2), disebut
sebagai komponen vektor v (Anton, et al., 2019). Representasi
ini penting dalam analisis vektor dan sangat umum digunakan
dalam berbagai bidang ilmu seperti fisika, matematika, dan
teknik (Strang, 2023).




» Vektor Dalam Ruang Berdimensi Tiga

Pada ruang berdimensi tiga, vektor direpresentasikan
menggunakan tiga komponen arah, yakni sepanjang sumbu-x,
sumbu-y, dan sumbu-z. Sistem koordinat Kartesian tiga
dimensi memungkinkan posisi suatu titik atau arah vektor
ditentukan berdasarkan tiga nilai komponen tersebut: x, y,
dan z (Anton, etal.,, 2019). Berbeda dengan ruang dua dimensi,
dalam tiga dimensi setiap vektor dituliskan dalam bentuk
pasangan terurut tiga elemen, yaitu (x, y, z), di mana x
merupakan komponen sepanjang sumbu horizontal, y
sepanjang sumbu vertikal, dan z menunjukkan posisi relatif
terhadap kedalaman ruang.

Secara geometris, vektor tiga dimensi direpresentasikan
sebagai panah yang dimulai dari titik asal (origin) di koordinat
(0, 0, 0) dan berakhir pada suatu titik (x, y, z) dalam ruang
(Anton, et al., 2019). Panjang panah ini mencerminkan besar
atau magnitudo vektor, sedangkan arah panah menunjukkan
arah vektor dalam ruang tiga dimensi (Kuttler, 2020).

Misalnya, suatu vektor v dapat divisualisasikan pada
ruang tiga dimensi (Gambar 1.6). Jika v memiliki komponen
v1, v2, dan v3 pada sumbu-x, sumbu-y, dan sumbu-z, maka v
dapat dituliskan sebagai (Anton, et al.,, 2019):

v = (v1, vz, v3)




Gambar 1. 6 Vektor dalam Ruang Berdimensi-3
(Sumber : Anton, et al., 2019)

Dalam ruang tiga dimensi, setiap komponen vektor
berperan menentukan arah dan besar vektor secara
keseluruhan, berbeda dengan vektor dua dimensi yang hanya
memiliki dua komponen. Titik (v1, vz, v3) merepresentasikan
komponen-komponen vektor v yang menunjukkan arah dan
besar vektor tersebut (Anton, et al.,, 2019). Representasi ini
penting untuk aplikasi teknik seperti analisis gaya,
perhitungan gerak, dan simulasi medan elektromagnetik
(Strang, 2023).

1.4 Operasi Pada Vektor

Operasi pada vektor merupakan dasar penting dalam
berbagai bidang teknik, termasuk teknik elektro, karena
memungkinkan analisis arah dan besar suatu besaran fisik
secara matematis. Operasi-operasi ini meliputi penjumlahan,
pengurangan, perkalian skalar, perkalian silang, perkalian




titik, serta perhitungan panjang dan sudut antar vektor
(Anton, et al,, 2019).

» Penjumlahan Vektor

Penjumlahan vektor merupakan operasi dasar dalam
aljabar vektor yang menghasilkan satu vektor baru yang
disebut sebagai resultan vektor. Secara visual, penjumlahan
ini dapat dilakukan melalui: aturan jajar genjang, dan aturan
segitiga (Anton, et al., 2019).

Dalam operasi penjumlahan vektor, aturan jajar genjang
merupakan salah satu pendekatan geometris yang digunakan
untuk memvisualisasikan hasil penjumlahan dua vektor.
Misalnya, apabila v dan w merupakan dua vektor sebarang
(lihat Gambar 1.7.a), maka penjumlahan keduanya dilakukan
dengan meletakkan kedua vektor tersebut pada titik pangkal
yang sama. Selanjutnya, dari ujung vektor v dibuat garis
sejajar dengan arah dan panjang vektor w, dan dari ujung
vektor w dibuat garis sejajar dengan arah dan panjang vektor
v, sehingga terbentuk sebuah jajar genjang. Vektor resultan v
+ w diperoleh dengan menarik garis dari titik pangkal
bersama menuju sudut berlawanan dari jajar genjang tersebut
(lihat Gambar 1.7.b) (Anton, et al., 2019). Vektor resultan ini
menggambarkan hasil penjumlahan kedua vektor secara
geometris dalam ruang dua maupun tiga dimensi (Strang,
2023).

Selain menggunakan aturan jajar genjang, penjumlahan
dua vektor juga dapat dilakukan dengan aturan segitiga.
Misalnyaapabila v dan w merupakan dua vektor sebarang
(lihat Gambar 1.7.a), maka penjumlahan keduanya dilakukan
dengan cara meletakkan titik awal vektor w tepat pada titik
akhir vektor v. Setelah itu, ditarik sebuah vektor dari titik awal
vektor v menuju titik akhir vektor w. Vektor ini diberi arah




dengan anak panah dan disebut sebagai vektor resultan, atau
v + w (lihat Gambar 1.7.c). Dengan demikian, aturan segitiga
memungkinkan visualisasi penjumlahan dua vektor dalam
bentuk segitiga, di mana vektor resultan merupakan sisi
ketiga yang menghubungkan awal dan akhir rangkaian vektor
(Anton, et al,, 2019).

=

(a) (b) () (d)

Gambar 1. 7 Penjumlahan Vektor
(Sumber : Anton, et al., 2019)

Dalam operasi penjumlahan vektor, hukum komutatif
menyatakan bahwa urutan penjumlahan dua vektor tidak
mempengaruhi hasil akhir. Artinya, untuk setiap dua vektor v
dan w, berlaku (Anton, et al., 2019):

V+FwW=wW+V

Secara geometris, hal ini dapat dijelaskan menggunakan
aturan segitiga maupun aturan jajar genjang, di mana vektor v
dan w dapat ditambahkan dalam urutan apa pun, namun tetap
menghasilkan vektor resultan yang sama (Anton et al., 2019).
Gambar 1.7.d memperlihatkan ketika vektor w diletakkan
pada ujung v, atau sebaliknya, panah hasil penjumlahan
(resultan) tetap menunjukkan arah dan besar yang sama,
sehingga menggambarkan sifat komutatif secara visual
(Strang, 2023).




Dalam penjumlahan vektor, berlaku hukum asosiatif,
yaitu (Serway & Jewett, 2019):

u+(v+w)=(u+v)+w

Gambar 1.8 Vektoru + (v+w) dan (u+v) +w
(Sumber : Serway & Jewett, 2019)

Artinya, ketika tiga vektor ditambahkan, wurutan
pengelompokan tidak memengaruhi hasil akhirnya. Baik
menjumlahkan u dengan v terlebih dahulu, lalu hasilnya
dijumlahkan dengan w, maupun menjumlahkan v dengan w
terlebih dahulu lalu dijumlahkan dengan wu, hasil akhirnya
tetap sama (Serway & Jewett, 2019).

» Pengurangan Vektor

Sama seperti penjumlahan vektor, pengurangan vector
juga dapat direpresentasikan secara geometris dengan
menggunakan aturan jajar genjang atau aturan segitiga
(Anton, et al,, 2019).

Dalam operasi pengurangan vektor, aturan jajar genjang
adalah salah satu pendekatan geometris yang umum
digunakan untuk memvisualisasikan hasil selisih antara dua




vektor. Misalnya, apabila v dan w merupakan dua vektor
sebarang (lihat Gambar 1.7.a), maka pengurangannya, yaitu v
- w, dilakukan dengan terlebih dahulu menempatkan kedua
vektor pada titik pangkal yang sama. Selanjutnya, dibuat
vektor — w, yaitu vektor yang memiliki besar sama dengan w
tetapi dengan arah berlawanan. Dari titik awal, ditarik vektor
v dan - w, kemudian garis sejajar dibuat untuk membentuk
jajar genjang. Hasil pengurangannya, yaitu v - w,
direpresentasikan oleh diagonal jajar genjang yang ditarik
dari titik pangkal bersama menuju titik sudut berlawanan
(lihat Gambar 1.9.a). Representasi ini berlaku baik dalam
ruang dua dimensi maupun tiga dimensi (Anton, et al., 2019).

Selain itu, aturan segitiga juga dapat digunakan untuk
menggambarkan pengurangan dua vektor secara geometris.
Dalam pendekatan ini, setelah menentukan vektor - w;, titik
awal dari vektor - w diletakkan pada ujung vektor v.
Kemudian, vektor resultan v - w digambarkan sebagai anak
panah yang menghubungkan titik awal v dengan titik akhir -
w (lihat Gambar 1.9.b). Dengan demikian, aturan segitiga
menunjukkan bahwa selisih dua vektor dapat divisualisasikan
sebagai sisi ketiga dalam segitiga terbuka, di mana arah dan
panjang vektor resultan mencerminkan efek gabungan dari
kedua vektor tersebut (Anton, et al., 2019).

Alternatif lainnya, pengurangan vektor juga dapat
digambarkan dengan cara menghubungkan titik awal vektor v
dan w secara bersamaan pada satu titik. Kemudian, dari titik
akhir vektor w, ditarik vektor menuju titik akhir vektor v.
Vektor yang terbentuk ini dengan arah dari ujung w ke ujung
v merupakan vektor v — w, atau selisih antara vektor vdan w
(lihat Gambar 1.9.c). Metode ini secara intuitif menyatakan
bahwa selisih antara dua vektor adalah vektor yang harus




ditambahkan pada w agar hasilnya menjadi v (Anton, et al,,
2019).

(a) (b) (c)

Gambar 1. 9 Pengurangan Vektor
(Sumber : Anton, et al., 2019)

> Perkalian Skalar dan Vektor

Perkalian antara sebuah vektor dan sebuah skalar
merupakan salah satu operasi dasar dalam aljabar vektor. Jika
v adalah vektor bukan nol dalam ruang dimensi dua atau tiga,
dan k merupakan skalar bukan nol, maka hasil kali skalar kv
didefinisikan sebagai vektor yang memiliki panjang sebesar
|k| x panjang v. Arah dari kv akan sama dengan arah v jika k
positif, dan berlawanan jika k bernilai negatif. Sebaliknya, jika
k = 0 atau v = 0, maka hasil perkaliannya merupakan vektor
nol, yaitu kv = 0 (Anton, et al., 2019).

Contohnya, jika k = 2, maka kv = 2v dua kali lebih panjang
dari v dan arahnya sama (Gambar 1.10.b). Jika k = - 1, maka
kv = - v panjangnya sama tapi arahnya berlawanan dengan v




(Gambar 1.10.c). Jika dua vektor adalah hasil kali skalar satu
sama lain, artinya mereka terletak di garis yang sama dan
disebut kolinear. Walaupun satu vektor digeser, keduanya
tetap sejajar karena arah dan perbandingan panjangnya tidak
berubah. Bahkan, vektor nol dianggap sejajar dengan semua
vektor lainnya (Serway & Jewett, 2019).

(a) (b) ()

Gambar 1. 10 Perkalian Skalar dan Vektor
(Sumber : Serway & Jewett, 2019)

> Sifat-Sifat Vektor

Apabila u, v, w merupakan vektor dalam ruang dimensi
dua dan tiga, kemudian k dan m merupakan skalar, maka
berlaku sifat-sifat berikut (Anton, et al., 2019):

u+v=v+u
(u+v)+w=u+(v+w)
u+0=0+u=u
u+(-u)=0
k(u+v)=ku+kv
(k+m)u=ku+mu
k(mu) = (km)u

lu=u

XN AW

> Norma Vektor

Norma vektor (panjang vektor) adalah ukuran seberapa
panjang suatu vektor dari titik awal ke titik akhirnya dalam




ruang. Norma dari vektor menyatakan jarak vektor tersebut
dari titik asal (origin) dan dilambangkan dengan |v|. Seperti
yang ditunjukkan dalam Gambar 1.11, berdasarkan Teorema
Pythagoras, norma dari sebuah vektor v (v1, v2) dalam ruang
dimensi dua adalah (Sadiku, 2018):

V] = yv12 + v,2

Gambar 1. 11 Norma Vektor dalam Ruang Dimensi Dua
(Sumber : Sadiku, 2018)

Contoh 1.

Diketahui v = (-3, 4), tentukan panjang vektor v.




Penyelesaian:
[Vl = V1% + 1,2
=J/(3)2+@)?=V25=5

Demikian pula, norma vektor dari sebuah vektor v (vi,
v2, v3) di ruang dimensi tiga, yang diperoleh dari penerapan
Teorema Pythagoras, yaitu (Sadiku, 2018):

|V| = \/1712 + 1722 + v32

v (v, vz, v3)

V3

’
ot %)

Gambar 1. 12 Norma Vektor dalam Ruang Dimensi Tiga
(Sumber : Sadiku, 2018)

Contoh 2.

Diketahui v = (3, -1, 2), tentukan panjang vektor v.




Penyelesaian:

|V| = \/1712 + 7.722 + 1732

=32+ (-1)2+22=+14

> Vektor Satuan

Vektor satuan merupakan vektor yang mempunyai
panjang (norma) sebesar satu satuan. Fungsi utamanya
adalah  menunjukkan arah  suatu vektor tanpa
memperhitungkan besarannya. Rumus umum untuk
mendapatkan vektor satuan dari vektor v adalah (Sadiku,
2018):

ady, — —V
Voo vl

Dalam ruang dimensi dua (bidang xy), dua vektor satuan
standar adalah (Sadiku, 2018):

i=(1, 0) : menunjuk ke arah sumbu-x

j = (0, 1) : menunjuk ke arah sumbu-y

Keduanya tegak lurus dan membentuk dasar (basis) dari
ruang dua dimensi. Setiap vektor dua dimensi v (vi, v2) dapat
dinyatakan sebagai (Sadiku, 2018):




v=vii+v2j

(0, 1)

i (1,0

Gambar 1. 13 Vektor Satuan dalam Ruang Dimensi Dua
(Sumber : Sadiku, 2018)

Dalam ruang dimensi tiga (xyz), tiga vektor satuan
standar adalah (Sadiku, 2018):

i=(1,0,0): menunjuk ke arah sumbu-x
j = (0, 1, 0) : menunjuk ke arah sumbu-y

k= (0,0, 1) : menunjuk ke arah sumbu-z

Ketiganya saling tegak lurus (orthonormal) dan menjadi
dasar dari semua vektor dalam ruang dimensi tiga. Vektor v
(v1, v2, v3) di ruang dimensi tiga dapat dituliskan (Sadiku,
2018):

v=vii+wnj+vk




Gambar 1. 14 Vektor Satuan dalam Ruang Dimensi Tiga
(Sumber : Sadiku, 2018)

Contoh 3.

Diketahuiv = (2, -1, 2), tentukan vektor satuan av yang searah
denganv.

Penyelesaian:

Langkah pertama adalah menghitung panjang (norma) vektor
V:

|V| = \/1712 + 1722 + 1732

=224+ (-1)2 +22
=v4+1+4=3

Kemudian gunakan rumus vektor satuan:




a,=—v=2(2-12)

vl

Cek norma vektor satuan:
N2 1\2 N2
'av|—J(5) +(3) + ()
— ’i + 1 + 11
9 9 9

Hasil valid, karena panjang vektor satuan memang harus 1.

> Perkalian Titik

Perkalian titik atau dalam istilah lain disebut juga
perkalian dalam Euclidis adalah operasi antara dua vektor
yang menghasilkan sebuah bilangan real (skalar). Oleh karena
itu, perkalian ini juga dikenal sebagai perkalian skalar (Lay, et
al.,, 2022).

Definisi pertama perkalian titik antara dua vektor dengan
pendekatan geometris, yaitu berdasarkan panjang masing-
masing vektor serta sudut yang terbentuk di antara keduanya.
Asumsinya, titik awal dari kedua vektor berada pada posisi
yang sama (berhimpit), sehingga membentuk sudut di antara
arah vektor tersebut. Secara matematis, jika terdapat dua
vektor u dan v, dan 6 merupakan sudut di antara keduanya,
maka perkalian titik didefinisikan sebagai (Lay, et al., 2022):

u v_{|u||v|cos€ ;jikau#0danv#0
o ;jilkau=0danv=0

\'%




Gambar 1. 15 Perkalian Titik Vektor
(Sumber : Lay, et al,, 2022)

Hasil dari perkalian titik ini merupakan bilangan real
(skalar). Apabila salah satu ataupun kedua vektor adalah
vektor nol, maka hasil dot product adalah nol, karena
normanya nol. Besar sudut diantara dua vektor u dan v dapat
dihitung menggunakan rumus hasil dot product secara
geometris, yaitu (Ulaby & Ravaioli, 2023):

0 =cos!—— dimana0°<6<180°
[ul |v|

Apabila u dan v merupakan vektor tak nol, dan 6
merupakan sudut diantara keduanya, maka berdasarkan
definisi geometri dari perkalian titik, berlaku (Gambar 1.16)
(Anton, et al.,, 2019):

a. usearah dengan v membentuk sudut 0° (6 = 0°) maka u.
v=|ul.|v|

b. wudanv membentuk sudut lancip (0° <8 <90°) makau.v
>0

c. u tegak lurus dengan v membentuk sudut 90° (6 = 90°)
makau.v=0

d. udanv membentuk sudut tumpul (90° < 6 < 180°) maka
u.v<0

e. uberlawanan arah dengan v membentuk sudut 180° (0 =

180°) makau.v=-|u| |v|




v
A% 0
vLe ‘Q_,hg_,
—_—
u u u u v u

(@) (b) () (d) (e)
Gambar 1. 16 Sudut Diantara Vektor u dan v Memenuhi 0° <
0<180°

(Sumber : Anton, et al., 2019)

Perkalian titik memiliki sejumlah sifat penting yang
mempermudah manipulasi aljabar vektor, seperti sifat
komutatif, distributif, dan hubungan dengan panjang serta
sudut antar vektor. Apabila u, v, dan w merupakan vektor di
ruang dimensi dua atau tiga, dan k merupakan skalar, maka
berlaku (Lay, et al.,, 2022):

1. 0.u=u.0

2. (u+v).w=u.w+v.w
3. u.(v-w)=u.v-u.w
4, (Uu-V).Ww=u.w-v.w
5

. k(u.v)=u. (kv)

Vektor satuan i, j, dan k merupakan saling tegak lurus
satu sama lain, dan membentuk sudut 90°. Dua buah vektor
satuan yang sejenis membentuk sudut 0° (cos 6 ° = 1),
sedangkan dua vektor satuan yang berbeda arah membentuk
sudut 90° (cos 90° = 0). Oleh karena itu, hasil perkalian titik




antar vektor satuan dapat dirumuskan sebagai berikut
(Anton, et al., 2019):

i.i=1 i.j=0 i.k =0
j.j =1 j.K =0j.i =0
k.k =1 k.i =0k.j =0

Definisi kedua dari perkalian titik dua vektor
berdasarkan komponen (aljabaris). Perkalian titik juga dapat
dihitung menggunakan komponen-komponen dari vektor,
sebagai berikut (Anton, et al., 2019):

1. Untuk vektor di ruang dimensi dua:

Apabila u (u1, u2) dan v (v1, v2), maka komponen vektor

dapat dinyatakan sebagai:

u=uii+uzj

v=vii+v2]j

Perkalian titik antara vektor u dengan v adalah:

u.v=(uri+uzj).(vii+v2j)

suii.viitwi.v2j+tuzj.vii+uzj.vzj
= U1v1 + U2v2

2. Untuk vektor di ruang dimensi tiga:
Apabila u (u1, uz, u3s) dan v (v1, v2, v3), maka komponen
vektor dapat dinyatakan sebagai:
u=wi+uzj+usk
v=vii+vmj+uv3k

Perkalian titik antara vektor u dengan v adalah:
u.v=(umi+tuzj+uzk).(vii+vzj+w3k)
=mi.ni+wmi.vzj+rwmi.vsk+uwj.vii+uzj.v2
jruwzj.vsk+usk.vii+tusk.v2j+usk.vsk
= U1V1 + U2V2 + U3V3




Perkalian titik memiliki sejumlah sifat penting yang
mempermudah manipulasi aljabar vektor, seperti sifat
komutatif, distributif, dan hubungan dengan panjang serta
sudut antar vektor. Apabila u, v, dan w merupakan vektor di
ruang dimensi dua atau tiga, dan k merupakan skalar, maka
berlaku (Lay, et al.,, 2022):

1. 0.u=u.0

2. (u+v).w=u.w+v.w
3. u.(v-w)j=u.v-u.w
4, (u-v).w=u.w-v.w
5. k(u.v)=u.(kv)

Apabila u dan v merupakan vektor tak nol yang titik
asalnya berimpit, dan 8 merupakan sudut antara kedua vektor
tersebut (lihat Gambar 1.17), maka vektor v dapat
diproyeksikan ke arah vektor u untuk membentuk vektor
baru yang disebut vektor proyeksi (Anton, et al.,, 2019).

\"

>
projyv

- u

Gambar 1. 17 Proyeksi Vektor v pada Vektor u
(Sumber : Anton, et al., 2019)

Vektor ini menunjukkan komponen dari v yang searah
dengan u, dan disebut sebagai proyeksi ortogonal v terhadap
u. Proyeksi vektor merupakan bayangan suatu vektor ke arah
vektor lain, yang berguna untuk mengetahui sejauh mana




suatu vektor berada dalam arah atau jalur yang sama dengan
vektor lainnya. Sebagai contoh, jika vektor u dan v berasal dari
titik awal yang sama, maka proyeksi vektor v terhadap u
merupakan vektor yang menggambarkan komponen v pada
arah u (Anton, et al., 2019).

Apabila u dan v merupakan vektor dalam ruang dua atau
tiga dimensi dan keduanya bukan merupakan vektor nol,
maka proyeksi vektor v ke arah vektor u dapat ditentukan.
Vektor ini disebut proyeksi ortogonal v terhadap u, dan
dinotasikan sebagai projuv. Proyeksi ini menunjukkan
komponen dari v yang searah dengan u. Rumus proyeksi
ortogonal v terhadap u adalah (Anton, et al., 2019):

u.v
roy v=—1u
PTOYV'= (2

Sedangkan panjang dari vektor proyeksi tersebut, yaitu
panjang komponen v dalam arah u, adalah:

u.v

[proy,v| =

ul

Contoh 4.

Jikau (1,5, 2) danv (0, 2, 4), tentukanlah:

1. u.v

2. Sudut dalam arah vektor u dan vektor v

3. Vektor proyeksi v terhadap vektor u

4. Panjang vektor proyeksi v terhadap vektor u
Penyelesaian:

Komponen vektor u =1i + 5j + 2k

Komponen vektor v = 2j + 4k
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Gambar 1. 18 Vektor u (1, 5, 2) danv (0,2, 4)

1. u.v=uvi+ uzvz + usvs

=(1)(0)+(5)(2) +(2)(4)=10+8=18

2. Sudut dalam arah vektor u dan vektor v

0 =cos1——
[a] |v|
=cos™! 19
(V@O7+ 32+ @72) (V07 + @2 + #7)
B (V30) (v20)
= cos1 2 = cos10,735
24,495




=42,706°

3. Vektor proyeksi v terhadap vektor u

u.v
royv=—ms1u
Proy, V= 1y

[ 18
) <<m>2> (1,5.2)

-() s
=(3,39)

4. Panjang vektor proyeksi v terhadap vektor u

u.v

[proy,v| =7
- 18

Nl 3,286

» Perkalian Silang

Perkalian silang merupakan salah satu operasi yang
melibatkan dua vektor dalam ruang tiga dimensi. Tidak
seperti perkalian titik yang menghasilkan nilai skalar, operasi
ini menghasilkan vektor baru (Lay, et al., 2022).

Dalam proyeksi ortogonal, vektor hasil proyeksi akan
berada searah atau sejalur dengan vektor acuannya. Berbeda
dengan itu, operasi perkalian silang antara dua vektor
menghasilkan sebuah vektor baru yang tegak lurus terhadap
kedua vektor asal. Dengan kata lain, hasil dari u x v
merupakan vektor yang ortogonal terhadap baik vektor u
maupun v (Anton, et al.,, 2019).




Apabila u = (u1, uz, us) dan v = (v1, vz, v3) merupakan
vektor-vektor di ruang dimensi tiga, maka perkalian silang u
x v (Anton, et al,, 2019):

uxV=(UzV3-U3V2 U3V1-U1V3, UL V2 - U2 V1)

Atau, dapat juga ditulis dalam bentuk determinan sebagai:

U Uj Uu; Us U U
X = -
uxv (|172 v3|' |171 v3|'+|v1 v2|)

Contoh 5.

Jika dua vektor: u = (2, -1, 3),v= (1,4, -2)
Hitunglah hasil dari perkalian silang u x v
Penyelesaian:

uxVv=(Uzv3-U3Vz, U3V1—U1V3 ULV2—U2V1)

=((-DE-C)@.BM-3@)2)2)@--1) (1)
=(-10,7,9)

Dalam ruang dimensi tiga, dua operasi penting antara
vektor adalah perkalian titik dan perkalian silang. Meskipun
keduanya melibatkan pasangan vektor, hasil yang dihasilkan
memiliki sifat dan makna yang sangat berbeda, perkalian titik
menghasilkan sebuah nilai skalar, sedangkan perkalian silang
menghasilkan vektor. Meskipun demikian, keduanya saling
berkaitan erat dalam berbagai konteks geometris dan aljabar.
Apabila u, v, dan w merupakan vektor dalam ruang dimensi
tiga, maka (Anton, etal., 2019):

1. u.(uxv)=0




v.(uxv)=0

lu xv|Z=ul?2|lv|?2 - (u.Vv)?2
ux(vxw)=(u.wjv-(u.v)w
(uxv)xw=(u.w)v-(v.wju

Vi Wi

Dalam analisis vektor di ruang tiga dimensi, perkalian
silang memiliki sejumlah sifat aljabar yang sangat penting
untuk dipahami. Apabila u, v, dan w merupakan sembarang
vektor dalam ruang dimensi tiga dan k merupakan sembarang
skalar, maka (Anton, et al., 2019):

uxv=-(vxu)
ux(v+w)=(uxv)+(uxw)
(u+v)xw=(uxw)+(vxw)
k(uxv)=(ku)xv=ux(kv)
ux0=0xu=0

uxu=0

O W

Vektor satuan i, j, dan K merupakan vektor-vektor yang
saling tegak lurus satu sama lain, atau membentuk sudut 90°.
Dua buah vektor satuan yang sejenis membentuk sudut 0° (sin
0° = 0), sedangkan dua buah vektor satuan yang tidak sejenis
membentuk sudut 90° (sin 90° = 1). Maka hasil perkalian
silang antara dua buah vektor satuan adalah sebagai berikut
(Anton, et al.,, 2019):

ixi =0 iX] =kixk :_i
ixi :0 jxk:i jxi:—k
k xk =0 kxi=j kxj =-i

Jika u (u1, uz, us) danv (v, vz, v3), maka komponen vektor
dapat dinyatakan sebagai: u=uii+uzj+usk,danv=vii+vz




j + v3 k Maka perkalian silang dengan menggunakan
komponen-komponen dari vektor di ruang dimensi tiga,
sebagai berikut (Anton, et al., 2019):

uxv = (umii+uzj+usk).(vii+vzj+v3zk)
=wrixvii+uwixwvj+ruixvsk+uzjxvii+ue

jxvzjtuzjxvsik+uskxvii+tuskxv2j+uskx
vk

= (uzvz-u3v2)i- (u1va-usvi)j+ (u1 vz -uzvi)k

Atau, dapat juga ditulis dalam bentuk determinan sebagai:

i j k
Uuxvs= u’l uz U3
U1 Uy V3
U Uz, U Uszj|, U Uy
=los wili-loy wali +lo vk
Uy, VU3 Vg V3 vy
Contoh 5.

Diketahui dua vektor:u=(1, 2,3),v=(4,0,-1)




Tentukanlah hasil dari perkalian silang u x v dalam bentuk
vektor

Penyelesaian:
i j k
uxv=[1 2 3
4 0 -1

:|(2) —31|i_|41L —31|i+|411 (2)|k

=((2) =D -(3) (0)i- (1) D -(3) (4)j+ (1) (0) -
(2) (4))k

= -2i+13j - 8k
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BAB 2

JARAK EUCLIDEAN, DOT PRODUCT
DAN CROSS PRODUCT ANTARA
DUA VEKTOR, BASIS DAN
DIMENSI DARI SUATU RUANG
VEKTOR

Oleh Putri Anugrah Cahya Dewi

2.1 Pendahuluan

Coba bayangkan seorang pemain sepak bola yang sedang
menendang bola ke gawang. Bola tersebut meluncur dengan
kecepatan tertentu dan dalam arah tertentu menuju gawang.
Pergerakan bola ini mewakili representasi suatu vektor. Tidak
hanya dalam olahraga, konsep vektor juga banyak ditemukan
dalam kehidupan sehari-hari, seperti dalam navigasi GPS,
perhitungan gaya dalam fisika, hingga dalam analisis data
dalam ilmu komputer.

Vektor adalah salah satu konsep dalam matematika yang
memiliki banyak aplikasi dalam berbagai bidang seperti fisika,
ilmu komputer, dan teknik (Sipayanti et al, 2024). Dalam
matematika, vektor merepresentasikan besaran yang
memiliki nilai dan arah (Warsih et al.,, 2024). Berbeda dengan
skalar yang hanya memiliki nilai tanpa arah. Pemahaman




mengenai vektor sangat penting dalam berbagai bidang ilmu
karena dapat digunakan untuk menganalisis data,
memodelkan sistem fisis, dan memecahkan masalah
komputasi.

Dalam bab ini, kita akan membahas secara mendalam
mengenai  konsep-konsep  tersebut, termasuk cara
perhitungannya, contoh soal, serta aplikasi dalam kehidupan
nyata.

2.2 Menghitung Jarak Euclidean

Jarak Euclidean digunakan untuk mengukur kedekatan
antara dua titik dalam suatu ruang (Miftahuddin, Umaroh and
Karim, 2020). Misalnya, dalam layanan pengiriman barang.
Sistem navigasi menggunakan jarak Euclidean untuk
menghitung jarak tercepat antara titik pengiriman dan tujuan.
Jarak Euclidean juga menjadi dasar dalam banyak algoritma
machine learning dan analisis data, seperti dalam
pengelompokan (clustering) dan pengenalan pola.

Diketahui dua titik A( x4,y;) dan B( x,,y,), maka jarak
euclidean dapat dicari dengan rumus berikut.

d(4,B) =/ (x — x1)% + (¥2 — ¥1)?

Jarak Euclidean antara dua titik dalam ruang dimensi-n dapat
dicari dengan rumus berikut.

d(A,B) =/ (xa —x1)% + (2 — y1)2 + (22 — 21)% + -




Contoh soal 1:

Hitunglah jarak antara titik A(1, 2) dan B(4, 6) !
Penyelesaian:

d(A,B) = \/(x — x1)? + (y2 — 1)?

d(A,B)=(4-1)2+(6-2)2=V9+16=v25=5

Contoh soal 2:

Seorang pengantar paket berjalan dari titik koordinat (2,3) ke
titik koordinat (10,7). Namun, di tengah jalan ia mendapatkan
panggilan untuk mengantarkan paket tambahan ke titik (6,5)
sebelum melanjutkan ke tujuan akhirnya. Hitung total jarak
yang ditempuh pengantar paket menggunakan jarak
Euclidean!

Penyelesaian:

Jarak antara titik awal A(2, 3) ke titik paket tambahan B(6, 5):

d(A,B) = /(6 —2)2+ (5 —3)2
d(A,B) =v16 + 4=+/20=25

Jarak antara titik paket tambahan B(6, 5) ke titik akhir C(10,
7):

d(B,C) = /(10 — 6)2 + (7 — 5)2
d(B,C) =16 + 4=+/20=2+5




Sehingga, total jarak yang ditempuh yaitu

dtotal = d(ArB) + d(BI C) = 2\/§+ 2\/§= 4‘\/§

Contoh soal 3:

Diberikan dua titik dalam ruang tiga dimensi:
P(4,—-2,7)dan Q(—3,5,—1)

Tentukan jarak euclidean antara titik P dan Q.

Penyelesaian:

Gunakan rumus jarak Euclidean di ruang tiga dimensi:
d(P,Q) = (xz = x1)% + (V2 = y1)? + (2 — z1)?
d(P,Q) = (=3 -4+ (5 - (-2))* + (-1-7)?
d(P,Q) = (=7)% + (7)? + (=8)?

d(P,Q) =49 + 49 + 64 =162 = 92

2.2 Mengaplikasikan Dot Product dan Cross
Product Antara Dua Vektor

Operasi matematika pada vektor seperti dot product dan
cross product memiliki peranan besar dalam perhitungan
sudut antara vektor, penentuan kerja dalam fisika, serta
dalam grafika komputer. Misalnya, dalam pembuatan animasi
digital dan video game, dot product digunakan untuk
menentukan sudut pencahayaan terhadap suatu objek
sehingga efek bayangan dapat dibuat lebih realistis.




2.2.1 Dot Product Antara Dua Vektor

a. Dot product antara dua vektor d dan b dapat ditulis
dengan d - b. Jika vektor d = (a4, a,, as) danb = (by, by, bs),
maka dot product antara vektor d dan b dapat didefinisikan
sebagai berikut.

G-b= ayb;, +a,b, + ashs

Catatan:

1. Jika d dan b saling tegak lurus,, maka d - b=0

2. Jikaa dan b searah,makaG-b= a - b

3. Jika d dan b berlawanan arah ,maka a - b= —d-b

Contoh soal :

Hitunglah nilai d . b , jika diketahui a =
(-4,-2,1) danb = (5,3, —1).

Penyelesaian :

G-b= ab, + a,b, + asbs
G-b=—4-5+(=2)-3+1-(-1) =—-27

Contoh soal :

Dalam sebuah simulasi kecerdasan buatan untuk robot
pembersih lantai, robot diberikan dua instruksi gerakan
berdasarkan vektor:

e Gerakan pertama: a = (5,7) (ke arah kanan dan atas).

e Gerakan kedua: b= (3,-4) (ke arah kanan dan bawah).
Jika dot product antara dua vektor ini positif, robot akan
melanjutkan gerakan. Tetapi jika negatif, robot akan
berhenti dan mencari rute lain. Apakah robot akan
melanjutkan gerakannya atau berhenti?




Penyelesaian:

d-b=5-3+7(-4)=-13

Karena hasilnya negatif, maka robot akan berhenti dan
mencari rute lain.

b. Dot product antara dua vektor d dan b dengan sudut 6
dapat didefinisikan sebagai berikut.

i b= |51||B|cos€
Contoh soal :
Diketahui |d| = 5 dan |B| =8dansinf8 = %, hitung d - b!

Penyelesaian :

X

Nilai cos 6 dapat dicari menggunakan Teorema
Phytagoras

x=VET =42 =G =3

maka, nilai cos 8 = %

sehingga,

Qu
Sl
Il
&1
oS
Ul w

=24

Contoh soal:

Sebuah pesawat bergerak dalam arah vektor (6, 8),
sementara angin bertiup dengan arah vektor (3, 4). Jika
sudut antara pesawat dan angin adalah 30°, maka hitung
besar proyeksi kecepatan pesawat dalam arah angin.




Penyelesaian:

|d| = /62 + 82 = V100 = 10

|b| =32 +42=V25 =5
Maka,
i-b= a|b|c059
. 1
d-b= 10-5cos30°=50- E‘/§=25‘/§

Contoh soal:
Diberikan vektor-vektor d = 2 + 2v/3j dan b =241 .

Besar sudut yang dibentuk oleh vektor @ dan b.
Penyelesaian :

d-b=24+2V3.0=8
jdl= |22+ (2v3) =VA+12=VI6=4
b| = 4

maka,

8
4-4 16
0 = 60°

f=— = —_
COS >

2.2.2 Cross Product Antara Dua Vektor

Cross product adalah operasi perkalian antara dua vektor
dalam ruang tiga dimensi yang menghasilkan vektor baru
yang tegak lurus terhadap kedua vektor tersebut (Januaji,
Nugroho and Hutagalung, 2017). Rumus untuk menghitung

cross product antara dua vektor a = (a4, a,, as) dan b= (by, by,
b3) adalah:

. i j k
dxb=|a; a, az
by b, bs




Operasi dalam perkalian silang :

1. dxb=—(bxad)

2. dx(bx&=(@xb)yx¢

3. |@x b| = lallblsing
Catatan :

= Jika d dan b saling tegak lurus, makad x b = b X @
* Jika d dan b saling searah atau berlawanan arah , maka
Gxb=0

Contoh soal:

Diketahui dua vektor @ = (1,2,3) dan b = (4,5, 6), hitung @
xDb!

Penyelesaian :
Lo |
axb=|1 2
4 4

dxb = [(2 x6)i+(3x4)j+(1x5k]—[(1x6))+(3x
5)i + (2 X 4)k]

G x b =—3i+ 6 — 3k atau (-3,6,-3)

Contoh soal :

Dalam sebuah simulasi pesawat drone, dua gaya bekerja pada
drone dalam arah yang berbeda yaitu F1(2,-1,3) dan F2(-3,4,1).
Hitung torsi yang dihasilkan oleh kedua gaya ini jika dianggap
bekerja dari titik asal!




Penyelesaian :

. i j k| i j
axb=|2 -1 32 -1
-3 4 11-3 4

dxb=[1x1)i+ B %x-3)j+2x4k]—[(2x1)j+ (3%
)i+ (-1 x =3)k]

dx b =—13i — 11 + 5k atau (-13,-11,5)

2.3 Basis dan Dimensi dari Suatu Ruang Vektor

Lebih lanjut, konsep basis dan dimensi dari suatu ruang
vektor menjadi dasar dalam aljabar linear, yang berperan
penting dalam representasi data dalam berbagai bidang
seperti pemrosesan citra, kecerdasan buatan, dan kompresi
data. Basis vektor = memungkinkan kita  untuk
merepresentasikan ruang dalam bentuk yang lebih sederhana
dan lebih mudah dianalisis. Misalnya, dalam pengolahan suara
digital, basis vektor digunakan untuk mengubah sinyal suara
menjadi representasi numerik yang lebih mudah diproses
oleh komputer.

2.3.1 Basis Suatu Ruang Vektor

Definisi:

Misalkan V adalah sebarang ruang vektor atas skalar F dan A
= {ay,a,, ..a,} adalah himpunan berhingga vektor-vektor

dalam V.
A dikatakan basis untuk ruang V jika memenubhi:

1. A bebas linier
2. A merentangV




Contoh soal:

Diketahui vektor a, = (1, 2, 5), a, = (2, 2, 6),dan a5 = (3, 6, 9).

Apakah {a,, a,, a;} merupakan suatu basis di R3?

Penyelesaian:
A Bebas Linier

{a,,a,,a;} bebas linier jika terdapat k,, k,, k; € F sehingga
kia;, + k,a, + k;a; =0

dimana k, k,, k; memiliki solusi trivial (k; = k, = k; = 0).

1 2 3|k 0
5 6 9|lks| o
v
A
1 2 3
det(A)=[2 4 6|=12
3 6 9

Karena det (A) # 0, maka persamaan tersebut memiliki solusi
trivial.

Sehingga, {a,, a,, a;} bebas linier.
A merentang V

{a,,a,, a;} merentang di R3 jika untuk setiap b € R3, terdapat

ki k, ks € F sehingga




kia, + k,a, + ksa; =b

Karena det (A) # 0, maka persamaan tersebut konsisten
sehingga {a,, a,, a;} merentang di R3.

Dikarenakan A bebas linier dan A merentang V, maka
{a,,a,, a;} merupakan suatu basis di R3.

2.3.2 Dimensi Suatu Ruang Vektor

Definisi:

Misalkan V adalah ruang vektor tak nol.

= Jika V direntang oleh himpunan berhingga, maka V
dikatakan berdimensi berhingga. Begitupula sebaliknya,
Jika V tidak direntang oleh himpunan berhingga, maka V
dikatakan berdimensi tak hingga

* Dimensi V dinotasikan dengan dim (V) adalah banyaknya
vektor pada suatu basis untuk V

Contoh soal:

Misalkan diberikan dua ruang vektor sebagai berikut:

1. Ruang vektor Vi direntang oleh himpunan vektor S =
{(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}.

2. Ruang vektor V2 adalah ruang vektor dari semua polinom
dengan koefisien riil.

Tentukan apakah masing-masing ruang vektor berdimensi

hingga atau tak hingga! Jika berdimensi hingga, tentukan

dimensinya!

Penyelesaian:

Untuk V1

Karena det (S) # 0 maka himpunan S merentang di seluruh
ruang R3.




Karena V1 direntang oleh himpunan berhingga, maka V1 adalah

ruang vektor berdimensi berhingga.

Dimensi V1 adalah banyaknya vektor dalam basisnya yaitu
dim (V1) =3

Untuk V2

Basis ruang vektor V: adalah himpunan tak berhingga
{1,x,x2,x3,..} karena setiap polinom dapat dinyatakan
sebagai kombinasi linier dari vektor-vektor ini.

Dikarenakan ruang ini tidak bisa direntang oleh himpunan
vektor berhingga, maka V2 adalah ruang vektor berdimensi tak
hingga.
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BAB 3

DEFINISI MATRIKS DAN OPERASI
MATRIKS

Oleh Devi Rahayu Agustin

3.1 Pendahuluan

Bab ini membahas mengenai pengertian vektor,
pengertian matriks, berbagai jenis matriks, serta operasi-
operasi pada matriks. Secara umum, setelah mempelajari bab
ini, pembaca diharapkan dapat memahami konsep dasar
mengenai matriks, mengidentifikasi macam-macam matriks,
serta melakukan operasi matriks dengan benar. Selain itu,
pembaca juga diharapkan dapat mengaplikasikan konsep
matriks dalam menyelesaikan berbagai permasalahan.

3.2 Definisi Vektor

Vektor adalah kumpulan elemen (angka) yang disusun
secara linier (satu baris atau satu kolom). Menyatakan vektor
dengan huruf kecil tebal untuk, dan secara default vektor
dianggap sebagai vektor kolom. Contoh vektor kolom dengan
tiga elemen sebagai berikut.




Sedangkan vektor baris didefinisikan sebagai elemen-elemen
yang disusun dalam satu baris. Contoh:

X = [xl xZ x3]

Sebuah vektor disebut unit atau ter-normalisasi jika jumlah
kuadrat semua elemennya adalah 1.

n
2 _
xf=1

i-1

Untuk sebuah vektor x yang memiliki n elemen.

Contoh : Diketahui sebuah vektor:

1

X = ‘/15 . Tentukan apakah vektor x merupakan unit vektor?
vz
Jawab:
Ll =1
Sehingga,

1\2 1\¢ 11
(B) +(H) =:+3=1
Jadi, jumlah kuadrat kedua elemen tersebut adalah 1 maka
disebut sebagai unit vektor (Gibbs, 2011).




Contoh: Diketahui sebuah vektor:

2

x = ‘/ZZ . Tentukan apakah vektor x merupakan unit vektor?
Va
Jawab:
n
2 Perlu diketahui
xi = 1

— bahwa 4 = 2

Sehingga,

2\* 12\ 2\ 2y’
NG RO RO
@ (@ =6 G
Jadi, jumlah kuadrat dari dua elemen ini adalah 2 bukan 1.
Artinya bukan unit vektor.

3.3 Definisi Matriks
Matriks adalah susunan bilangan yang membentuk
persegi panjang dan ditata secara sistematis dalam baris serta
kolom. Biasanya, matriks dinyatakan dengan tanda kurung
biasa ( ), kurung siku [ ] atau dengan garis vertical ganda ||
I. Setiap bilangan dalam matriks disebut sebagai elemen.
Nama matriks umumnya dilambangkan dengan huruf kapital
tebal seperti A,B,C, dan seterusnya, sementara elemen-
elemennya dinyatakan dengan huruf kecil.




Sebagai contoh, matriks G ditulis sebagai berikut:

dll d12 wen dln
d21 d22 nen d2n

Gmxn =

dms dmz -« dmn

Matriks tersebut berukuran m X n, yang berarti memiliki m
baris dan n kolom.

Penjelasan Notasi:

G : Nama matriks,

m : Jumlah baris pada matriks,
n : Jumlah kolom pada matriks,
mxn : Ukuran (ordo) matriks.

Ukuran atau ordo suatu matriks merupakan representasi
jumlah baris dan kolom yang membentuknya (Abadir and
Magnus, 2005; Goldsmith, 2005; Eisley and Waas, 2011; Gibbs,
2011; Salaka, Patty and Talakua, 2013; Watt, Borhani and
Katsaggelos, 2016)

Suatu matriks kolom memiliki m baris dan 1 kolom, atau
matriks berukuran m X 1. Elemen pada baris ke-m disebut
hy,.

Contoh:

e Diberikan matriks berukuran 3 X 1, jika h; =9;h, =

h, 9
-




e Matriks baris memiliki satu baris dan n kolom, contoh,

[h] =Thy hy hs]=[9 8 1]

Elemen-elemen dalam kolom disebut h,, (Eisley and Waas,

2011).

Berikut adalah matriks ukuran 2 X 3, artinya terdiri dari 2

baris dan 3 kolom (Gibbs, 2011),

_I[Bis_|Bi2l Biz] .
B=T8,, 1B, B, | BaUis

|

Kolom

Istilah penting terkait matriks:

1.

Ukuran Matriks: Menunjukkan jumlah baris dan
kolom.

Dimensi Matriks: Hasil dari banyaknya baris dikalikan
banyaknya kolom.

Ordo Matriks: Khusus untuk matriks persegi, yaitu
ukuran di mana jumlah baris sama dengan jumlah
kolom.

Elemen Matriks: Bilangan-bilangan yang terdapat
dalam matriks.

Entri Matriks: Nilai spesifik pada suatu posisi dalam
baris dan kolom (Ruminta, 2014).




3.3 Jenis-Jenis Matriks

3.3.1 Matriks Simetris

Matriks simetris adalah matriks berbentuk persegi yang
elemennya tetap sama, jika posisi baris dan kolom ditukar
atau secara matematis ditulis A, = Apm-

Contoh:
2 4 8
4 3 6| makatentukan AT!.

8 6 8

Jika A =

Penyelesaian:
2 4 8
AT=14 3 6

8 6 8
Jika suatu matriks memenuhi sifat AT = A, maka matriks

tersebut termasuk dalam kategori matriks simetris. Ciri khas
dari  matriks  simetris adalah  elemen-elemennya
mencerminkan posisi yang sama terhadap diagonal utama.
(Eisley and Waas, 2011).

Contoh:
2 1 5

B=|1 4 2] , berlaku sifat AT = A.
5 2 2

3.3.2 Matriks Diagonal

Matriks diagonal merupakan jenis matriks persegi yang
memiliki elemen nol di semua posisi selain pada diagonal
utamanya. Nilai selain nol hanya diperbolehkan pada elemen-
elemen yang terletak di diagonal utama, yaitu dari sudut kiri
atas ke kanan bawah.




Ciri-ciri matriks diagonal, yakni:

1. Dy =0, jikam # n.
2. Berordon X n (matriks persegi).

3. Hanya elemen D, yang bisa tidak nol.

Contoh:
1 0 0

D=|o 9 0;c=8L g]
0O 0 2

Matriks diagonal selalu simetris.
e Elemen selain diagonal utama = 0
e Elemen pada diagonal utama =1,9,2

3.3.3 Matriks Identitas (Satuan)

Matriks identitas adalah matriks berbentuk persegi yang
memiliki elemen nol di semua posisi kecuali pada diagonal
utamanya. Elemen-elemen pada diagonal utama semuanya
bernilai satu. Matriks ini biasanya dinotasikan dengan huruf I
(Allmendinger, Cardozo and Fisher, 2011; Eisley and Waas,

2011; Gibbs, 2011).

Contoh:
Diberikan matriks identitas 3 X 3.
Penyelesaian:
1 0 O
13=[0 1 0];12=[é 2
0 0 1




3.3.4 Matriks Transpose

Matriks transpos merupakan matriks yang dihasilkan
dengan mengubah baris menjadi kolom dan kolom menjadi
baris. Transpos dari suatu matriks biasanya ditandai dengan
superskrip T atau simbol apostrof (‘). Jika sebuah matriks
dinotasikan sebagai A A, maka transposenya ditulis
sebagaiAT atau A'.

A A

A A A 11 21

M = [A11 Az Agz], AT— Avz | Ags
[Azr Ay Ayl

Az | Az

Contoh:
. _[2 5 7 T
JikaM = [3 1 6] ,maka tentukan M '

Penyelesaian:
T 12 5 71 _ 23
13 4 6l > 4
7 6
3.3.5 Matriks Hermitian

Diberikan sebuah matriks kompleks berbentuk persegi
A, matriks tersebut dikatakan sebagai Hermitian jika
memenuhi syarat bahwa A sama dengan konjugat-
transposenya, yaitu A = AT (Gibbs, 2011; Salaka, Patty and
Talakua, 2013).

Contoh:
A=AT

3 1+21 4—7i 3 1-2i 4+7i -
1-2i 2 1+ 2i 4 —2i A=A
4 4 7i —21 4—7i 2i -5

3 1+21 4— 71 3 1+2i 4-7i

1-—2i 2 1-2i 4 2i A=AT
4+ 7i —21 4+7i  =2i -5
Jadi, A = AT.




3.3.6 Matriks Simetris Miring
Matriks berbentuk persegi A simetris miring jika
memenuhi —A = AT . (Gibbs, 2011; Salaka, Patty and
Talakua, 2013).

Contoh:
0 6 -9
JikaA=|-6 0 1 ‘ maka tentukan —A = AT!,
9 -1 0
Penyelesaian:
—-A=(-1A
0 6 -9
-A=(-1)|-6 0 1 ]
9 -1 0
0 -6 9
—-A=|6 0 —1]
-9 1 0
Dan
0 -6 9
AT =16 0 —1]
-9 1 0
Jadi, —A = AT.

3.3.7 Matriks Nol
Matriks nol adalah matriks yang seluruh elemennya

bernilai nol. Matriks ini biasanya dilambangkan dengan
huruf O (Andari, 2017).
Ciri-ciri matriks nol sebagai berikut.
1. Semua entri = 0.
2. Dapat berbentuk persegi maupun tidak.
3. Bersifat identitas aditif dalam operasi matriks
(misalnya A + 0 = A).




Contoh:
Matriks nol berordo 2 X 3:

0 0 O
0 0 O

0 0 O

A=

3.3.8 Matriks Segitiga

Matriks segitiga bawah adalah matriks persegi yang
memiliki elemen-elemen nol di atas diagonal utamanya.
Sebaliknya, matriks segitiga atas adalah matriks persegi
yang semua elemen di bawah diagonal utama bernilai nol
(Gibbs, 2011).

Contoh segitiga atas:

1 8 9

lz[o 9 6;K=[} 3]
0 0 2

Contoh segitiga bawah:
1 0 0

L=[2 9 0];M=L3L (2’
6 4 3

3.3.9 Matriks Bujur Sangkar (Persegi)

Matriks persegi adalah matriks yang memiliki jumlah
baris sama dengan jumlah kolom, yaitu ketika m = n. Matriks
ini berordo n x n (Ruminta, 2014).

Contoh:

Matriks persegi berordo 3 X 3:
2 5 4

C= [5 9 7]
4 6 8

Matriks persegi berorod 2 X 2:
4 3

B= [2 1r




3.4 Operasi Matriks

Operasi matriks merujuk pada serangkaian prosedur
aljabar yang diterapkan pada dua matriks atau lebih. Operasi
ini mencakup beberapa jenis, antara lain:

a. Penjumlahan dan pengurangan matriks
b. Perkalian matriks dengan skalar
c. Perkalian matriks

3.4.1 Penjumlahan dan Pengurangan Matriks

Dua matriks atau lebih yang memiliki ukuran (ordo) yang
sama dapat dijumlahkan atau dikurangkan dengan cara
menjumlahkan atau mengurangkan elemen-elemen yang
sepadan, yaitu elemen-elemen yang berada pada posisi yang
sama dalam masing-masing matriks. Berikut ini adalah contoh
penjumlahan dua matriks berordo K X N (Allmendinger,
Cardozo and Fisher, 2011; Gibbs, 2011; Watt, Borhani and
Katsaggelos, 2016).

(dy; dyp ... din
DK><N — d2,1: Cl2;2 :dZ,N dan
[dg; dgz ... dgn
(17 T12.. TN
Ry = I“2,1. 1‘2,.2 T“z,N
[rg1 T2 - TN

Maka penjumlahan matriks D dan R didefinisikan sebagai
berikut.




dl,l + I‘l‘l d1,2 + rl’z dl,N + I'LN
dy; +r1 dy, +r1 . d
C=D+R=| %1721 G227 T2z . 2N+ 1.‘2,1\1
dK,l + I‘K‘1 dK,Z + rK'Z dK,N + rK,N
Dengan
Cken = dk,n + Tien
Jika pengurangan D dengan R adalah

d1,1 —TI11 d1,2 —T12 . d1,N — TN
d,;—r d,, —r e dony—r
D—_R= 2,? 21 2,2. 2,2 . 2N .z_N
dgs —Tk1 dgz —Tkz - dgn-— KN

Dengan
Ckn = dxn — Tin (Yangetal, 2005).

Menurut Ruminta (2014), terdapat beberapa ketentuan
penting yang harus diperhatikan dalam operasi
penjumlahan dan pengurangan matriks, yaitu:

a. Operasi penjumlahan dan pengurangan hanya dapat
dilakukan jika kedua matriks memiliki ukuran yang
sama. B

b. Matriks dengan ukuran berbeda tidak dapat dijumlahkan
maupun dikurangkan.

c. Hasil dari penjumlahan atau pengurangan matriks akan
memiliki ukuran yang sama dengan matriks yang
dioperasikan.

d. Penjumlahan dilakukan dengan menjumlahkan elemen-
elemen yang berada pada posisi yang sama.

e. Pengurangan dilakukan dengan mengurangkan elemen-
elemen pada posisi yang sepadan.




Contoh:
5 B_2 4 6]

1. JikaA = [7 9 111 °Tl8 10 12
Maka tentukan C = A + B!.

Penyelesaian:
_ _14+2 3+4 546
C_AJ’B_[7+8 9+10 11+ 12
c=[3 7 11
15 19 23
. 10 2
2. JikaC= [ 12 14] D= [8 10 12

Maka tentukan E=C-D!

Penyelesaian:
o~ . n_[10-2 3-4 5—6
E=C-D= 9-8 12-10 14—12]
_’ -1 —1]

2

3. Jika matriks N = Matriks B . Tentukan nilai Y dan Z

dimana,

Y+7Z 4 6
el S LY R
Penyelesaian:

N =B

[Y+Z 6 ]:[4
2 Y-Z 2

Sehingga diperoleh,

Y+Z =4

Y—-Z=2—

2Z =2

Z=1
Substitusi Z = 1 ke dalamY + Z = 4

Y+Z =4

Y+1=4
Y=4-1
Y=3




JadinilaiY =3danZ =1.
Berikut pengecekan dengan memasukkan nilai-nilai ke
dalam matriks N:

N=B
N:[YJZFZ YEZ]
N=[3;1 351]
v=[; 5

(Fatwa et al., 2022).
Penjumlahan matriks memiliki beberapa sifat penting, di
antaranya:
a) Komutatif,yaituP + Q = Q + P;
b) Asosiatif, yaituP + (Q + R) = (P + Q ) + R (Malcata,
2020).

3.4.1 Perkalian Matriks dengan Skalar

Jika sebuah matriks C dikalikan dengan scalar y, maka
hasilnya adalah matriks baru yang ukurannya tetap sama
dengan C , namun setiap elemennya merupakan hasil
perkalian elemen asli dengan y (Allmendinger, Cardozo and
Fisher, 2011; Watt, Borhani and Katsaggelos, 2016).

ydii vdiz . Ydim
yD = vdz1 vdzz .. vdom
vdm: Yvdmz - Ydmn
Contoh:
1 5 8
JikaM = [2 9 0], maka tentukan 2M..
6 4 3




Penyelesaian:

1 5 8
2M=2(2 9 0
6 4 3

ZM=|2x2 2x9 2x0

[2X1 2X5 2><8]
[2X6 2X4 2X3

[2 10 16
2M=14 18 0
12 8 6

3.4.2 Perkalian Matriks

Pengertian:

Perkalian dua matriks dilakukan dengan cara mengalikan

elemen-elemen pada baris matriks pertama dengan elemen-

elemen yang bersesuaian pada kolom matriks kedua,

kemudian menjumlahkan hasil-hasil perkalian tersebut

(Gibbs, 2011).

Syarat perkalian matriks:

Dua matriks hanya dapat dikalikan jika jumlah kolom pada

matriks pertama sama dengan jumlah baris pada matriks

kedua.

Notasi dan Ukuran Matriks:

Misalkan dilakukan perkalian antara matriks A dan matriks

B: Matriks A memiliki ukuran m X n Matriks B berukuran

n X r Maka hasil perkalian matriks AB akan berupa matriks

berukuran m X r (Watt, Borhani and Katsaggelos, 2016).
am1bir + amzbar + - + amnbnr

di1 12 .. ag,
daz1  dpy v Ayp

A= . o | (ukuran m x n)
ami Am2 - aAmn




b11 blz e blr

b,; b b
B=|"2t 722 7 T (ukurann X 1)
by: bpz ... bar
€11 C
11 C12 Ciy
21 Caz . ¢y
C=AB=| . o ~ | (ukuranm X 1)
Cm1 Cm2 - Cmr

Dengan setiap elemen c¢;; = Y _; Qik. by

Artinya, untuk mendapatkan elemen c;, perlu kalikan baris
ke-i dari A dengan kolom Kke-j dari B, lalu dijumlahkan
hasilnya.

Contoh:
. 2 _[2 6 .
1. Misalkan A = [3 4] dan B = [9 1], maka perkalian

matriks A dan B adalah
Penyelesaian:

121,12 6

AXB =, 4]X[9 1]

AxE o [LDF20) 1(6) +2(1)
B2 +409) 3(6) +4(1)
[2+18 642

AXB=|, 136 18+4]

120 8

AXB=]|,, 22]




2 1

3 O], M= [1 0 3] maka tentukan

2. Misalkan D =
5 0 2 2

AXBL

Penyelesaian :

2 1

1 0 B

o
DxM =

(21) + (10) (2.0)+ (X2) (28 + @AY

(34) + (00) (3.0) +(0.2) (3.8)+ (0B)

(51) + (50) (5.0)+5.2) (58)+ (5B)

2 2 10
D><M=[3 0 9]
5 10 25

3. Sebuah perusahaan transportasi mengoperasikan dua
jenis kendaraan, yaitu bus dan minibus. Setiap harinya,
satu bus membutuhkan biaya bahan bakar sebesar Rp
400.000, sementara satu minibus memerlukan Rp
200.000. Perusahaan ini melayani tiga rute, yaitu rute A,
B, dan C.Jumlah kendaraan yang digunakan pada masing-
masing rute adalah sebagai berikut:

e Rute A: 4 bus dan 6 minibus
e Rute B: 2 bus dan 4 minibus
e Rute C: 7 bus dan 5 minibus

Susunlah sebuah matriks yang merepresentasikan
jumlah bus dan minibus yang dioperasikan pada setiap
rute. Setelah itu, tentukan total biaya bahan bakar harian




untuk masing-masing rute dengan menggunakan operasi
matriks.

Penyelesaian:

a. Membuat matriks untuk menunjukkan jumlah
bus dan minibus disetiap rute.
b. Menghitung total biaya bahan bakar setiap rute

Diketahui:

Misal,

Matriks A untuk menunjukkan rute per bus dan minibus.
4 6
2 4]

7 5

A=

Matriks B untuk menunjukkan biaya bahan bakar per bus

dan minibus.
_ 400000]
200000

Ditanya: Berapakah total biaya bahan bakar harian yang
diperlukan untuk setiap rute yang dinyatakan oleh Matriks
C?.

Jawab:
Total biaya bahan bakar harian untuk setiap rute adalah
hasil perkalian matriks A dan matriks B.

C=AxB

4 6
~ 400000
¢= 3 g]x[zooooo]




Jadi,

rute

(4 x 400000) + (6 X 200000)
(2 x 400000) + (4 X 200000)
(7 x 400000) + (5 x 200000)
11600000 + 1200000

800000 + 800000 ]
2800000 + 1000000

1600000

'2800000]
13800000

total biaya bahan bakar harian yang diperlukan untuk
adalah Rute A adalah Rp2.800.000,00; Rute B adalah

Rp1.600.000,00; dan Rute C adalah Rp3.800.000,00.
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BAB 4

MATRIKS-MATRIKS KHUSUS;
TRANSFORMASI ELEMENTER

Oleh Hasniati

4.1 Pendahuluan

Matriks merupakan salah satu konsep fundamental
dalam aljabar linear yang memiliki banyak aplikasi dalam
berbagai bidang, seperti ilmu komputer, ekonomi, teknik, dan
fisika. Salah satu aspek penting dalam kajian matriks adalah
identifikasi matriks-matriks khusus serta penerapan
transformasi elementer untuk menyederhanakan bentuk dan
manipulasi matriks dalam berbagai perhitungan matematis.

Dalam teori matriks, dikenal sejumlah matriks dengan
karakteristik khusus yang membedakannya dari matriks
umum. Jenis-jenis matriks ini meliputi matriks nol, matriks
simetris, matriks diagonal, matriks identitas, serta matriks
segitiga atas dan bawah. Ciri khas matriks-matriks tersebut
terletak pada anggota-anggotanya serta kemudahannya
dalam operasi aljabar seperti perkalian matriks, perhitungan
determinan, invers, dan operasi lainnya(Mursyidah, 2017).

Salah satu teknik utama dalam manipulasi matriks adalah
transformasi elementer. Dalam kajian akademik, banyak
penelitian telah dilakukan untuk mengeksplorasi sifat-sifat
matriks khusus dan aplikasi transformasi elementer dalam




berbagai konteks. Misalnya, penelitian oleh Rindu Alriavindra
Funny (2015) membahas penggunaan matlab untuk
membantu siswa memahami metode Gauss-Jordan(Funny,
2017). Sementara itu, penelitian oleh Rituparna Maji, dkk
(2017) mengkaji penyelesaian sistem persamaan linier
dengan menggunakan konsep Algoritma Pencarian Grover: An
IBM Quantum Experience(Maji, Behera and Panigrahi, 2021).
Studi-studi ini menunjukkan bahwa pemahaman yang
mendalam terhadap matriks Kkhusus dan transformasi
elementer sangat penting dalam pengembangan teori dan
aplikasi aljabar linear.

4.2 Matriks-Matriks Khusus

Matriks-matriks khusus merupakan matriks dengan sifat
atau bentuk tertentu yang memberikan kemudahan dalam
berbagai operasi aljabar. Berikut adalah beberapa jenis
matriks khusus yang umum digunakan dalam aljabar linear:

4.2.1 Matriks Nol

Matriks nol adalah matriks yang semua elemennya
bernilai nol. Matriks nol dapat dinotasikan dengan 0, bila
penting dalam menyebutkan ukuran matriks nol berukuran
m x n dapat ditulis sebagai Omxn. Beberapa contoh matriks
nol disajikan di bawah ini(Anton and Rorres, 2014):

0 00

0 _0 0 0..<l0 0 0 0 _0 0 0O
2x2 T 0 0 3x3 T 2x4 T O O 0 0
0 0O

Matriks nol digunakan dalam operasi matriks sebagai
elemen identitas untuk penjumlahan.




Teorema 4.1: Dengan asumsi dimensi matriks sama
sehingga operasi yang dinyatakan dapat dilakukan, maka
berlaku aturan-aturan aritmetika matriks berikut ini
berikut(Anton and Rorres, 2014).

a. Q+0=0+Q=Q

b. Q-0=0-Q=Q

¢ Q-0=0+(-Q)=0
d. 0Q=0

Jika sQ=0, maka s=0 atau Q=0

4.2.2 Matriks Identitas

Matriks identitas adalah matriks bujur sangkar yang
memiliki elemen 1 pada diagonal utama dan 0 di luar
diagonal utama. Matriks identitas dinotasikan dengan I, bila
penting dalam menyebutkan ukuran matriks identitas
berukuran n x n dapat ditulis sebagai In. Berikut ini
beberapa contoh matriks identitas(Anton and Rorres,
2014):

, danseterusnya.

o O O -
o O +— O
o O O
O O O

I I I

Matriks ini berperan sebagai elemen identitas dalam
perkalian matriks. Secara umum, jika Q adalah matriks m x
n, maka berlaku(Anton and Rorres, 2014):

Ql,=Q dan 1,Q=Q




4.2.3 Matriks Diagonal

Matriks diagonal adalah matriks bujur sangkar di mana
semua elemen di luar diagonal utama adalah nol. Salah satu
contoh matriks diagonal adalah matriks identitas (Lay, Lay
and McDonald, 2016). Secara umum matriks diagonal
berukuran n x n dapat ditulis:

d, 0 0 - 0]
0 d, 0 -« 0
D=0 0 d, - 0
(0 0 0 - d,]

Contoh: matriks diagonal

10 0 O
4 0 O

2 0 0 3 0 O
, 0 -1 0y,

0 -6 0 0 -50
0 0 O

00 0 7

Pangkat dari matriks diagonal mudah untuk dihitung. Jika D
adalah matriks diagonal dan k adalah bilangan bulat positif,
maka (Anton and Rorres, 2014)

d“ 0 0 - 0

0 d“ o0
D‘=[0 0 d - 0

0 0 0 d*




Bukti pangkat matriks diagonal ditinggalkan sebagai
latihan.

Hasil kali matriks yang melibatkan faktor diagonal sangat
mudah dihitung., perhatikan contoh.

Contoh:
dl
0
0
Op O
q21 q22
q31 q32
q41 q42

0 0]ay

d, 0(q,
0 dyfas,
Ous d, 0
U2 0 d,
Qa3 0 0
Uss

P d,;,
0y |=|d,0
U3 d,0y
01 |G
0 |= d,q,,
d, d, 0y
d,q,,

d,q,,
d,d,,
d;0,

d, s,
dZqZZ
d2q32
d2q42

d,dy,
d3q23
d3q33
d30,;

Dengan kata lain, untuk mengalikan sebuah matriks Q di
sebelah kiri dengan matriks diagonal D, kalikan baris-baris
berurutan dari Q dengan anggota diagonal berurutan dari D,
dan untuk mengalikan Q di sebelah kanan dengan D, kalikan
kolom-kolom berurutan dari Q dengan entri-entri diagonal
berurutan dari D(Anton and Rorres, 2014).

4.2.4 Matriks Segitiga

Matriks segitiga terdiri dari matriks segitiga atas dan
matriks segitiga bawah, di mana semua elemen di bawah
atau di atas diagonal utama adalah nol (Lay, Lay and
McDonald, 2016).




Matriks segitiga atas adalah matriks yang semua elemen di
bawah diagonal utama adalah nol, dapat ditulis:

Op Qo G - O
0 Oy Oz - Oy
Q =l 0 0 O3 - Qs

_O 0 0 qrs_

Matriks segitiga bawah adalah matriks yang semua elemen
di atas diagonal utama adalah nol, dapat ditulis:

9, 0 0 - 0
0y Q2 o - 0

Q=|0y 03 Oy -+ O

_qu 0 Oz - qrs_

Contoh : matriks segitiga

1 0 0 O
-4 3 -1
5 0 3 2 0 O
, 0 1 8|
7 -6 9 0 -50
0 0 O
-12 8 5 7

Teorema 4.2 mencantumkan beberapa sifat dasar matriks
segitiga.

Teorema 4.2:(Anton and Rorres, 2014)

(a) Transpose dari matriks segitiga bawah adalah segitiga
atas, dan transpose dari matriks segitiga atas adalah
segitiga bawabh.




(b) Hasil kali matriks segitiga bawah adalah segitiga bawah,
dan hasil kali matriks segitiga atas adalah segitiga atas.

(c) Sebuah matriks segitiga dapat dibalik jika dan hanya jika
entri-entri diagonalnya tidak nol.

(d) Invers dari matriks segitiga bawah yang dapat dibalik
adalah segitiga bawah, dan invers dari matriks segitiga atas
yang dapat dibalik adalah segitiga atas.

4.2.5 Matriks Simetris

Pada sebuah matriks simetris, Transpose matriks Q menjadi
QT tidak menghasilkan perubahan. Anggota (j,i) pada matriksnya
sama dengan anggota (ij). Menurut Gilbert Strang, ini adalah
matriks yang paling penting dari semua jenis matriks.

Definisi 4.1:

Matriks Q adalah matriks bujur sangkar, @ disebut matriks
simetris jika Q7= Q. Jika ditinjau elemen-elemen matriks Q
bersifat simetris yaitu aj=a; (Strang, 2022).

Contoh: matriks simetris

1 0 -

10
{ } 0 2 4

0 2
-3 4 7
Tinjau suatu matriks R dan transpos-nya RT. Hasil kali suatu
matriks R dengan RT adalah matriks simetris. Pilihlah
matriks R, yang berbentuk persegi panjang. Kalikan RT

dengan R. Maka hasil kali RTR secara otomatis menjadi
sebuah matriks bujur sangkar simetris(Strang, 2022):

Transpos dari RTR adalah RT(RT)T = RTR




Hal ini membuktikan dengan cepat dari matriks simetri
untuk RTR. Kita juga dapat melihat anggota (i, j) dari RTR
adalah hasil perkalian titik dari baris i dari RT (kolom i dari
R) dengan kolom j dari R. Anggota (j, i) adalah hasil
perkalian titik yang sama yaitu kolom j dengan kolom i,
sehingga RTR simetris.

Matriks RRT juga simetris. (Bentuk RRT memungkinkan
perkalian.) Tetapi RRT adalah matriks yang berbeda dari
RTR (Strang, 2022).

Contoh : Hitung perkalian RTR dan RRT dari matriks:
2 -1 0
R p—
7 11 3

Pertama, tentukan transpos matriks R

2 7
RT=|-1 11
0 3

Kemudian hitung perkalian dari kedua matriks

- 5 3 o 5 3
RR' = dan R'R=
3 179 3 179

4.2.7 Matriks Dasar
Definisi 4.2:
Sebuah matriks E disebut matriks dasar jika dapat
diperoleh dari matriks identitas dengan melakukan operasi

baris elementer tunggal(Anton and Rorres, 2014). Contoh
4.6 mengilustrasikan tiga jenis matriks dasar.




100 00 1 100
E,={0 3 0 E,=|0 1 0 E,=[2 1 0
001 100 001

Teorema 4.3, yang pembuktiannya dibiarkan sebagai
latihan, bahwa ketika sebuah matriks Q dikalikan di sebelah
kiri dengan sebuah matriks elementer E, efeknya adalah
melakukan operasi baris elementer pada Q.

Teorema 4.3 :(Anton and Rorres, 2014)

Jika matriks elementer E dihasilkan dari melakukan operasi
baris tertentu pada Im dan jika Q adalah matriks m x n, maka
hasil kali EQ adalah matriks yang dihasilkan ketika operasi
baris yang sama dilakukan pada Q.

Jadi tiga operasi dasar baris (dikemukakan pada bagian
selanjutnya), dapat digunakan untuk menyederhanakan
perkalian matriks EQ. Secara rinci hasil kali EQ diperoleh
dengam cara sebagai berikut: (Yudistira and Nariswari,
2023)

1. Mengalikan baris ke-i matriks Q dengan konstanta tidak
nol k, jika Matriks E diperoleh dengan mengalikan baris
ke-i matriks identitas (I).

2. Menukar baris ke-i dengan baris ke-j matriks Q, jika
matriks E diperoleh dari matriks I, dengan menukar
baris ke-i dan baris ke-j.

3. Menambahkan baris ke-j dengan kelipatan k dari baris
ke-i pada matriks @, jika matriks E diperoleh dari
matriks identitas [, yaitu dengan menambahkan baris
ke-j dengan baris ke-i yang telah dikalikan dengan k.




Contoh:

Diberikan matriks Q dan matriks E2 berikut:

3 -5 001
Q=12 -1 E,={0 1 0
7 9 100

Matriks E2 diperoleh dari matriks I, dengan menukar baris
pertama dan baris ke-3. Hasil kali E2Q adalah

7 9
EQ=[12 -1
3 -5

4. 3 Transformasi Elementer

Transformasi elementer merupakan konsep penting
dalam aljabar linear yang memungkinkan manipulasi matriks
untuk berbagai tujuan, seperti menyelesaikan sistem
persamaan linear, mencari invers matriks, dan dekomposisi
matriks(Anton and Rorres, 2014). Transformasi ini terdiri
dari tiga jenis utama: pertukaran baris, perkalian baris dengan
skalar bukan nol, dan penjumlahan kelipatan suatu baris ke
baris lainnya(Strang, 2022).

Dengan menerapkan transformasi elementer, kita dapat
menyederhanakan bentuk matriks hingga mencapai bentuk
eselon baris atau bentuk eselon baris tereduksi, yang sangat
bermanfaat dalam analisis dan penyelesaian masalah
matematis.




Transformasi elementer terdiri dari tiga operasi dasar
yang dapat diterapkan pada baris matriks:

4.3.1 Pertukaran Baris (Row Swapping)

Operasi ini melibatkan pertukaran posisi dua baris
dalam matriks. Pertukaran baris sering digunakan dalam
metode eliminasi Gauss untuk menghindari pembagian
dengan nol(Anton and Rorres, 2014).

Jika kita menukar baris ke-i dan baris ke-j, maka
transformasi ini dapat dinyatakan sebagai:

R < R,

Contoh: ketika baris kedua ditukar dengan baris ketiga.

1 2 -2 1 2 -2
5 1 4| 2R g8 1 1
8 -1 1 5 1 4

4.3.2 Perkalian Baris dengan Skalar (Row Scaling)

Dalam operasi ini, setiap elemen dalam satu baris
dikalikan dengan bilangan bukan nol, yang tidak mengubah
solusi sistem linear (Lay, Lay and McDonald, 2016). Jika
suatu baris ke-i dikalikan dengan konstanta k, transformasi
ini dinyatakan sebagai:

R, — kR,

Contoh : ketika baris pertama suatu matriks dikalikan
dengan 2.




1 2 -2 2 4 -4

5 1 4 | ~ek g 11

8 -1 1 5 1 4

4.3.3 Penjumlahan Kelipatan Baris (Row
Addition/Subtraction)

Operasi ini melibatkan penjumlahan suatu kelipatan
dari satu baris ke baris lainnya untuk mengeliminasi
variabel tertentu dan menyederhanakan bentuk
matriks(Strang, 2022). Jika kita ingin menggantikan baris
ke-i dengan hasil penjumlahan baris ke-i dan kelipatan kk
dari baris ke-j, maka transformasi ini dinyatakan sebagai:

R, = R, +kR,

Contoh: jika baris pertama ditambahkan dengan (-1) kali
baris ketiga.

1 2 -2 [—7 3 -3
5 1 4 RoRH(URs ) g 1 1
8 -1 1 5 1 4




4.4 Penerapan Transformasi Elementer

4.4.1 Eliminasi Gauss dan Gauss-Jordan

Digunakan untuk menyelesaikan sistem persamaan
linear dengan mengubah matriks koefisien menjadi bentuk
eselon baris atau bentuk eselon baris tereduksi(Anton and
Rorres, 2014). Eliminasi Gauss melibatkan kombinasi
operasi transformasi elementer untuk mengubah matriks
menjadi bentuk segitiga atas.

4.4.2 Penentuan Invers Matriks

Melalui operasi transformasi elementer, suatu matriks
dapat diubah menjadi matriks identitas, sehingga inversnya
dapat ditemukan. Metode ini melibatkan augmentasi
matriks dengan matriks identitas dan menerapkan
transformasi elementer hingga matriks awal berubah
menjadi matriks identitas (Strang, 2022).

4.4.3 Faktorisasi LU

Faktorisasi LU digunakan dalam metode numerik
untuk mendekomposisi matriks menjadi hasil kali dua
matriks segitiga, yaitu matriks segitiga bawah (L) dan
matriks segitiga atas (U). Transformasi elementer
membantu dalam proses dekomposisi ini(Lay, Lay and
McDonald, 2016).

4.4.4 Penyelesaian Determinan Matriks

Transformasi elementer membantu dalam
penyederhanaan perhitungan determinan dengan cara
membuat nol pada elemen-elemen tertentu sehingga
memudahkan perhitungan determinan matriks

segitiga(Anton and Rorres, 2014).




4.4.5 Aplikasi dalam Ilmu Komputer dan Teknik

Transformasi elementer banyak digunakan dalam
algoritma grafis komputer, pengolahan citra digital,
pembelajaran mesin, dan analisis data numerik. Metode
seperti  Singular Value Decomposition (SVD) juga
bergantung pada transformasi elementer dalam
dekomposisi matriks .

Latihan Soal.

1. Hitung perkalian matriks berikut:
8 0 O 9 23

a. |0 -2 0 ||-7 6
0 0 -3||17 -1

2 -2 8
19 0 O
0 5 15
b. 0 -6 0
1 -5 -4
0 3
1 7 9

2. Tunjukkan jika matriks A simetris nxn dan matriks B
adalah matriks n x m, maka perkalian matriks berikut
menghasilkan matriks simetris:

B™B, BBT, B'AB

3. Diberikan matriks E dan matriks P. Identifikasi operasi
yang berkosenpondensi dengan E untuk menghitung
perkalian EQ dengan operasi baris.

0 1 9 1 12 5
a. E= , Q=
L O} {— 2 8 2 1}




1 0 4 14 8
b. E=/0 1 0] Q=3 -6
0 01 10 7

4. Tentukan nilai konstanta agar matriks P simetris:

2
a. P=
L+3 5}

2 a+b-2c 3a+b-4c
b. P=|7 -5 a+b
1 3 9
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BAB 5
DETERMINAN MATRIKS 2 X 2

Oleh Sutiyono

5.1 Definisi Determinan

Dalam matematika khususnya aljabar linear, determinan
adalah suatu bilangan khusus yang dapat dicari dengan
menghitung elemen-elemen sebuah matriks persegi. Matriks
persegi merupakan matriks dimana jumlah baris sama dengan
jumlah kolomnya, contoh suatu matriks A adalah matriks
2 x 2 dapat dituliskan sebagai berikut,

Elemen-elemen yang membentuk sebuah matriks
disebut sebagai anggota dari matriks tersebut. Ukuran atau
dimensi sebuah matriks dinyatakan dalam bentuk jumlah
baris (arah horizontal) dan kolom (arah vertikal). Matriks
yang terdiri dari hanya satu kolom dikenal sebagai matriks
kolom. (atau vektor kolom), sedangkan matriks yang hanya
memiliki satu baris disebut matriks baris (atau vektor baris).
Notasi penulisan matriks biasanya menunjukkan jumlah m
baris dan n kolom. (Anton, 2000)




ai;; Aq1 ot Qg —» Baris-1
a1 a1 .. Qyp .
Amxn = : : : : —» Baris -2
a a a .
mi . Hml mn _» Bariske-n
l l .
Kolom Kolom Kolom
ke-1 ke-2 ke-n

dalam pembacaannya ai1 tidak dibaca sebagai “a sebelas”,
namun dibaca "a satu-satu”, yang mana mempunyai arti
sebagai elemen matriks yang berada pada baris pertama dan
kolom pertama.

Baris ke-2 kolom ke-1

14 |1 98
contoh D= 1 7
14 15 @ Baris ke-3 kolom ke-3

Matriks D memiliki tiga baris dan empat kolom. Ukuran
matriks D dapat ditulis 3 x 4 atau dituliskan sebagai D3x4.
Elemen pada baris ke-2 dan kolom pertama = d21 = 5,
sedangkan elemen pada baris ke-3 serta kolom ke-3 = d33 =
16

Konsep determinan pertama kali digunakan pada abad
ke-17 dan ke-18 oleh matematikawan seperti Gottfried
Wilhelm Leibniz dan Gabriel Cramer guna memecahkan
sistem persamaan linear. Secara umum penulisan dari
determinan dari matriks A dinyatakan dalam notasi det, det A,
atau |A| (Alpha C. Chiang,2005). Bentuk determinan dari
matriks (1) dapat dituliskan (Kreyszig,2011)

Misalkan A adalah sebuah matriks bujur sangkar, maka
determinan A dilambangkan sebagai det(4) atau |4|. Jika A




merupakan matriks bujur sangkar dengan ordo 2 x 2, maka
determinannya dapat dihitung dengan metode berikut
(Masrurotullaily,2020; Tobias(2011));

a1 app

Al =
Al A1 Ay

= g

=Qaq11Ay; — Ay144,

Perhitungan determinan matriks ordo 2 x 2 dapat dihitung
dengan langkah sebagai berikut:

a1 Ay
ay1 Ay

e Menuliskan bentuk matriksnya, misalkan

e Mengalikan elemen-elemen diagonal yang berlawanan
arah, hasil kali elemen pada diagonal yang terletak di
pojok kiri atas (ai11) dan pojok kanan bawah (az2), serta
hasil kali elemen pada diagonal yang terletak di pojok
kanan atas (a21) dan pojok kiri bawah (a12)

LH

e Mengurangi hasil kali diagonal

a

A1107; — Ay10q;

Contoh: Berapakah determinan matriks A yang tertulis
sebagai berikut;

A=[4 ol _,|A|=‘4 0‘
1 -5 1 -5
=4x(-5)-1x0

=-20




Harga determinan matriks A adalah -20.

5.2 Sifat-Sifat Determinan Matriks

Determinan adalah nilai skalar yang dihasilkan dari

operasi tertentu pada elemen-elemen matriks persegi
(matriks dengan jumlah baris dan kolom yang sama).
Determinan memiliki berbagai sifat penting yang sangat
berguna dalam berbagai bidang matematika dan ilmu terapan,
seperti aljabar linear, geometri, dan analisis numerik.
Tentunya memahami sifat-sifat determinan sangat penting
untuk menguasai konsep-konsep lanjutan dalam matematika.

1.

|A] = |AT]

Determinan A sama dengan determinan transposenya
atau yang disebut sifat invariansi determinan
terhadap transpos. Sifat ini menunjukkan bahwa nilai
determinan suatu matriks tidak berubah jika matriks
tersebut di-transpos, atau dengan kata lain, determinan
adalah invariant (tidak berubah) terhadap operasi
transpos. Secara sederhana dapat dituliskan sebagai
beerikut:

matriks A berukuran 2x2 —» A = [Ccl Z] maka

Transpose dari maty_iks Aadalah AT = [Z 2]

Jika A= i
Ay idgy
iy

AT e
F'I{ 9y }
1 I?f 12 a 2 2

bh’ bf2 bf.?

m b2f b22 b23

b3 1 b32 bs 3



JikaB = m

maka BT = bH by b_”
bf2 b22 b32
b b?ﬁ ba’a’

13
Dengan demikian determinan dari |A| adalah ad - bc, dan
determinan dari |AT| juga ad-bc, dengan demikian dapat
disimpulkan bahwa |A|= |AT|.

Contoh buktikan bahwa suatu |A| akan sama dengan |AT|

-1 4
nya. diketahui matriks A = l ) 3 maka |A| = [(-1) x 3]

~[4x2]=-11
AT = l_l 2] bentuk |AT| = ‘_1 2
4 3 4 3
=[(-1) x 3] - [4 x 2]
=(-3)-8=-11

Terbukti bahwa |A| akan sama dengan |AT| nya.

Jika B adalah matriks yang diperoleh dari perkalian
setiap elemen baris matriks A dengan konstanta k, maka
|B| = k|A|. Secara sederahana dapat dijelaskan A adalah
matriks persegi berukuran nxn dengan determinannya =
|A| sedangkan B adalah matriks yang dihasilkan dengan
mengalikan baris ke-I dari matriks A dengan konstanta
sebesar k.

Contoh: diketahui matriks A berordo 2x2, A= l; ﬂ dan
k = 3. Tentukan |A| serta |B]|
Penyelesaian : akan dihitung matriks hasil kali B terlebih

dahulu dimana pada definisi sifat determinan ke 2




dimana matriks B merupakan matriks yang dihasilkan
dari perkalian baris tunggal A dengan konstanta k,

4
|Al=(1*4)-(2*3)=-2
IB|=(3*4)-(2*3)=6

3. Jika A adalah matriks segitiga atas/bawah atau matriks
diagonal, maka determinan A merupakan perkalian dari
elemen-elemen diagonal utamanya. (|A| = a11 azz ... ann).

3 2
dengan demikian harga matriks B = [3 l

Sebelum melanjutkan ke proses latihan soal harus
dipahami terlebih dahulu apa yang dimaksud dengan matriks
segitiga atas / bawah atau matriks diagonal.

a. Matriks Segitiga Atas: Matriks segitiga atas adalah
matriks persegi di mana semua elemen di bawah diagonal
utama (elemen-elemen dengan indeks baris lebih besar
dari indeks kolom) adalah nol. Dengan kata lain, semua
elemen yang berada di atas diagonal utama boleh bernilai
apa saja, tetapi elemen di bawah diagonal utama haruslah

nol.
[T 2
0 1 8
0 05
Contoh jika diketahui persamaan linier sebagai berikut :
X+2y+3z=9
2Xx -y + z=8

3x+y +2z=11

Penyelesaian: persamaan dari contoh soal tersebut dapat
dituliskan dalam bentuk matriks augmented sebagai

1 2 319
berikut : {2 —1 1| 8| selanjutnya membuat elemen di
3 1 2111
bawah a11 = 0 dengan 1 2 3|9
cara R2 =R2 - 2*R1 0 -5 —5|-10
0 -5 7I1-1al




R3 =R3 - 3*R1
Elemen dibawah a22 dibuat menjadi nol dengan cara R3 =
R3-R2 didapat;

i 2 3|9
0 <5 -—5|10
0 0~_2|I-6

b. Matriks Segitiga Bawah : adalah jenis matriks
bujursangkar di mana semua elemen yang berada di atas
diagonal utama bernilai nol. Dengan kata lain elemen-
elemen yang berada di bawah diagonal utama boleh
mempunyai nilai berapa saja, tetapi elemen di atas
diagonal utama haruslah nol.

4.0 O
A= |2 K 0
)

Contoh jika diketahui persamaan linier sebagai berikut: x
+0y+0z=2

3x+2y+0z=8

4x + 5y + 6z = 15

Penyelesaian:

persamaan dari contoh soal tersebut dapat dituliskan
dalam bentuk matriks augmented sebagai berikut :

1 0 0] 2
3 2 0|8
4 5 6115

dari hasil penyelesaian sudah didapatkan bentuk matriks
segitiga bawahnya.

c. Matriks diagonal adalah matriks persegi khusus di mana

hanya elemen-elemen pada diagonal utamanya yang boleh
memiliki nilai selain nol. Elemen di luar diagonal utama

pasti bernilai nol.
r 0 Ol

0™4.0
0 0~.8



7 0 O
Contoh: diketahui matriks B = [0 -3 0] hitunglah
0 0 5

determinan dari matriks B tersebut.

Penyelesaian :

Dikarenakan sifat utama dari matriks diagonal adalah
bahwa semua elemen di luar diagonal utama adalah nol,
dan determinannya adalah hasil kali semua elemen pada
diagonal utama.

Untuk matriks diagonal B, semua elemen pada diagonal
utama adalah b1, b2z, dan b33z dengan demikian cukup
mengalikan elemen-elemen tersebut untuk mendapatkan
hasil determinannya. Langkah-langkah pengerjaannya
adalah ;

1. Mengidentifikasi nilai dari diagonal utama ;
b11=7, b22=-3, b33=5
2. Mengalikan elemen-elemen diagonal utama;
|B| = b11- b2z - b33
=7.(-3).5
=-105
Jadi determinan dari matriks B =-105

Dari ketiga contoh, untuk matriks segitiga atas, segitiga
bawah, dan diagonal, nilai dari determinannya
merupakan hasil dari perkalian semua elemen pada
diagonal utama.




det (kA)= k2det(A) untuk A2x2 juga det (kA)=k3 det(A)
untuk Asx3

Sifat ini menyatakan bahwa jika akan mengalikan seluruh
elemen dari sebuah matriks persegi A dengan suatu
konstanta k, maka determinan dari matriks yang
dihasilkan kA adalah k”n kali determinan dari matriks
awalnya atau matriks A, di mana n adalah ukuran matriks
(jumlah baris atau kolom).

Contoh: untuk matriks 2x2
misal matriks A = [a b] maka |A| =ad - bc.
c d

Sekarang dicoba matriks A dikalikan dengan suatu
konstanta k maka bentuk matriksnya adalah :
_[ka kb
“lkc kd
[kA| = (ka)(kd) - (kb)(kc)
=k2 (ad - bc)
Karena |A| = ad - bc maka |kA| = k2. |A|

] dengan demikian

Jadi, untuk matriks 2x2, sifat ini menyatakan bahwa
determinan dari kA adalah k*2 kali determinan dari A.
Demikian juga untuk det (kA)=k3 det(A) untuk Asxs, misal
diketahui matriks 3 x 3

a b ¢
A= d e fl |A|:
g h i

a((ed)-(£h))-b((d.)-(fg))+c((d.h)-(e.g))t

Sekarang dicoba matriks A dikalikan dengan suatu
konstanta k maka bentuk matriksnya adalah :

ka kb kc
kA=|kd ke kf
kg kh ki

dengan demikian
|KA|= (ka)((ke) (ki) ~(kf) (ich)) - (kb ( (k) (ki) - (k) (keg)) + (k) ((kel) (k) - (ke) (kg))

= k3(a(ei-fh)-b(di-fg)+c(dh-eg))



Karena |A|=a(ei-fh)-b(di-fg)+c(dh-eg) maka |A| = k3-|A]|

Jadi, untuk matriks 3x3, sifat ini menyatakan bahwa
determinan dari kA adalah k”3 kali determinan dari A.
Dengan demikian untuk matriks nxn, jika A merupakan
matriks tersebut dan k suatu konstanta, maka:
det(kA)=kn-det(A)

Ini menunjukkan bahwa ketika semua elemen yang
terdapat didalam matriks A dikalikan dengan Kk,
determinannya akan dikalikan dengan k”n, di mana n
merupakan ukuran matriks.

Contoh:
Diketahui matriks A = [é i] Akan dihitung nilai

determinan dari A = (1x4) - (2x3) = -2, dimisalkan
matriks A akan dikalikan dengan k=3.

3A=[§é §jﬂ=[;°; 162]

I3A] = (3.12) - (6.9) =-18
Jadi [3A| =-18

5. Apabila semua elemen pada matriks A sama dengan 0
(=nol), maka |A|=0. Dari kalimat ini sudah jelas kalau
suatu bilangan dikalikan dengan nol tentu hasilnya akan
sama dengan nol.

Contoh:
Diketahui matriks A = [8 8] maka |A| =(0.0) - (0.0)=0

6. Apabila seluruh nilai dalam suatu baris atau kolom pada
matriks A identik dengan nilai-nilai dalam baris atau
kolom yang lain, maka |A|=0. Artinya ketika dua baris
atau dua kolom dari matriks sama persis, itu berarti tidak
ada informasi baru yang ditambahkan oleh baris atau




kolom tersebut. Secara geometris, ini berarti bahwa
volume yang ditentukan oleh vektor-vektor kolom (atau
baris) matriks tersebut adalah nol, karena vektor-vektor
tersebut tidak dapat membentuk ruang yang independen.
Akibatnya, determinan matriks tersebut menjadi nol,
menunjukkan bahwa matriks tersebut tidak dapat dibalik
(tidak memiliki invers).

Contoh :
Jika diketahui matriks 3 x 3 sebagai berikut;
2 2 3
A =14 4 5] tentukan nilai dari |A| dari matriks
6 6 7
tersebut.
. . _ _ 4 5] 4 5
Determinan matriks A = |A| = 2. [6 7] 2. [6 7] +3.
4 5]
6 7
=2-(47-5-6)—2-(47-5-6)+3-(4-6—4-6)
=0

Jika elemen - elemen yang terdapat didalam salah satu
baris atau kolom matriks A merupakan kelipatan dari
elemen pada baris atau kolom yang lain, maka |A|=0.
Ketika elemen-elemen pada satu baris atau kolom
merupakan kelipatan dari elemen-elemen pada baris
atau kolom lain, baris atau kolom tersebut sebenarnya
tidak memberikan pengertian (bentuk)baru, bnilai dari
determinannya tetap = 0.

Contoh:

Diketahui matriks 3x3 dimana kolom ketiga merupakan
1 2 3

3 kali dari kolom pertama, A=[|4 5 12] dari matriks
7 8 21

ini akan dicari nilai dari |A|




5 12 4 12 4 5
|A|_1.[8 21]-2.[7 21]+3.[7 5
=1-(5-21-12-8)-2+(4-21-12-7)+3-(4-8-5-7)
= 1-(105-96)-2-(84-84)+3-(32-35)
=1.9-2.0+3+(-3)
= 9+0-9
=0

8. det(AB)=det (4).det(B)
Pengertian dari sifat tersebut adalah jika dua matriks A
dan B yang memiliki ukuran yang sama (misalnya,
keduanya adalah matriks nxn, determinan dari hasil
perkalian AB sama dengan hasil kali dari determinan
masing-masing matriks.

Contoh:
Diketahui matriks A dan B berordo 2x2, buktikan bahwa
det (AB)=det (A4) . det (B).
12 12 0

a=[3 3l B=|]
akan dicari nilai dari |A| dan |B|,

Al =(1-4)-(2-3)=4-6=-2

IB| =(2-3)-(0-1)=6

selanjutnya menghitung perkalian dari matriks Adan B;

Ao |@2+2D (10+ 2.3)] _ [4 6 ]

(32+4+41) B0+43)] l10 12

|AB| = (4-12)-(6-10) = 48 - 60 = -12
IA].IB] = (52)'6 = =12 eoovveeereeeeeerreee e terbukti

9. det (A")= (det(A))"
Untuk menghitung nilai dari pangkat matriks A*n dimana
n adalah bilangan bulat positif, dengan cara mengalikan




matriks A dengan dirinya sendiri sebanyak n Kkali.
Sehingga sifat perkalian determinan di atas, dapat
dituliskan sebagai berikut :

det(An) = det(A-A-A---A) = det(A)-det(A)-det(A)---det(A)
Dikarena ada n kali perkalian, secara sederhana dapat
dituliskan; det(An) = (det(A))"

Contoh:
: : : 2 3
diketahui matriks A= 1 4]
determinan A= |A|=(2.4)-(3.1)=8-3=5
Misalkan akan dihitung

2 31_[(22+31) (23+34)

2 3
2 = = =
m=aa=[7 A7 (12+41) (13 +4.4)

_[7 18]
6 19
|A2| = (7-19) - (18-6) =133 -108 = 25
Hasil perhitungan |A|2=52=25 ....cccceviriiiinininns terbukti

5.3 Aplikasi dari Determinan Matriks 2X2

Determinant matriks 2x2 adalah konsep fundamental
dalam aljabar linear yang memiliki berbagai aplikasi penting
dalam matematika dan ilmu terapan. Determinan
memberikan nilai skalar yang memuat informasi krusial
tentang sifat-sifat matriks, dan peranannya sangat luas dalam
berbagai bidang.

1. Menentukan Keterbalikan (Inversibilitas) Matriks
e Keterbalikan Matriks: Jika determinan dari matriks
2x2 tidak nol, matriks tersebut dapat dibalik
(invertible). Jika determinan nol, matriks tersebut
tidak dapat dibalik (singular). Untuk dapat
mengetahui apakah suatu matriks dapat dibalik
(invertible), harus dihitung determinannya. Jika




2.
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determinan dari matriks tidak nol, maka matriks
tersebut  dapat  dibalik.  Sebaliknya, jika
determinannya sama dengan nol, matriks tersebut
tidak dapat dibalik.

Contoh dari matriks yang dapat dibalik, suatu
matriks A = i i] buktikan matriks A tersebut

dapat dibalik. Langkah-langkah yang dapat
dilakukan adalah ;

Menghitung Determinan A
det(A)=(2-4)-(3-1)=8-3=5

Karena determinan A adalah 5 (tidak nol), maka
matriks A dapat dibalik.

Menghitung Invers Matriks A
1

Invers dari matriks 2x2 A adalah = A1 = i

£ 2

a ], dengan memasukkan nilai dari matriks A

4 3

: L_174 -31_|s5s s
didapat A —5[_1 2]—[_1 2
5 5

Contoh dari matriks yang tidak dapat dibalik
MatriksB:[i Lzl IB| = (2-2) - (4-1) = 4 -

4=0

Karena det(B)=0 maka tidak ada invers untuk
matriks BBB. Matriks ini disebut sebagai matriks
singular.

Sistem Persamaan Linear




Determinan dapat juga digunakan untuk
menyelesaikan sistem persamaan linear dengan
menggunakan aturan Cramer. Metode Cramer hanya
digunakan untuk determinan matriks dengan ordo 2x2.

Metode Cramer adalah metode yang efisien dalam
menyelesaikan sistem persamaan linear dengan jumlah
variabel yang sama dengan jumlah persamaan. Dengan
menggunakan determinan, metode ini menyediakan cara
yang sistematis untuk menemukan solusi dari sistem
persamaan, yang penting dalam berbagai aplikasi
matematika dan teknik
Langkah penggunaan metoda cramer :

Diketahui persamaan linier ax + by = e
cx+dy=f
dari persamaan tersebut dapat ditulis Ax = b

dimana A = [Ccl Z] X = [;] danb = [;]

: A
dengan menggunakan aturan cramer didapat x = —Ilel !

=Bl 14 = @) - 0D
4] = (@D ~(e-0

Contoh: diketahui persamaan linier 2x + 3y = 8, 3x + 4y
=11akan dicari harga dari x dany.

Pertama-tama persaam linier tersebut dituliskan dalam

bentuk matriks A = [g i X = [;C/] b= [181]

kemudian di hitung nilai dari |A|= (2-4) - (3:3) =8-9 =
-1. Dibentuk matriks Ax yang diperoleh dengan
mengganti kolom pertama dari matriks A dengan vektor

b sehingga didapat Ax = [181 i] lalu matriks Ay =
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[3 11] kemudian di hitung nilai dari |Ax| = (8-4) - (3-11)
=32-33=-1.

|Ay| = (2-11) - (8:3) =22 -24=-2
Akhirnya dapat ditentukan harga x dan y dengan
menggunakan x = Ilell y= % didapat harga dari X =1
danY =2

Menghitung area lahan
Akan dihitung area lahan yang berbentuk jajaran genjang.

Lahan ini dibentuk dari 2 vektor yaitu vektor u = [g] dan

= [2] Tentukan area lahan tersebut.

Penyelesaian;
Langkah pertama menuliskan kedua vektor tersebut

dalam matriks, di dapat matriks A = [g 2] dari matriks

ini dihitung |A| = (56) - (2-:3) =30-6 =24

Karena area lahan dibentuk oleh vektor maka area lahan
tersebut dituliskan sebagai harga mutlak dari |A| = ||A]]
= |24| = 24 satuan luas

Beberapa contoh soal berikut penyelesaiannya.
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Diketahui matriks A = [ 11 4] matriks B = [x ty y]
dan matriks C = [3 1]

Apabila B - A = CT berapakah nilai dari x y.
Penyelesaian :
[x+y 2]_[8 3]=[7 3

3 yi 11 41 12 1




xX+y—2 3 ]=[7 3]
2 y—4 2 1

Dari persamaan ini didapaty -4 =1

y=5
Nilai y dimasukkan kedalam persamaanx+y -2="7
x+5-2=7
x=4

Dengan demikian nilai xy = (4)(5) = 20

Diketahui matriks A = [¥ 2] B =[% 3], agar

determinan matriks A sama dengan 2 kali matriks B
berakah nilai dari x.
Penyelesaian ;
Terlebih dahulu dihitung |A] =ab - bc = 2x*- 6
|IB|=ab-bc=4x-(-9)=4x+9
dikarenakan determinan matriks A sama dengan dua kali
determinan B, maka besarnya |A| = 2 |B|. Dengan
memasukkan persamaan dari masing-masing
determinan didapat persamaan kuadrat 2x* - 6 = 2(4x +
9). Kemudian, menyederhanakan persamaan tersebut
menjadi 2x*> - 6 = 8x + 18. Selanjutnya, memindahkan
semua suku ke satu sisi persamaan untuk
menggabungkan dan menyederhanakan lebih lanjut
menjadi 2x2 - 8x = 18 + 6. Berikutnya dapat
disederhanakan lagi menjadi 2x2 - 8x = 24. Persamaan ini
disederhanakan lagi menjadi 2x2 - 8x - 24 = 0 kemudian
disederhanakan lagi menjadi
x*-4x-12=0 .. .(2)
dari persamaan (2) dapat dlsederhanakan men]adl
(x-6) (x+2)=0

x-6=0
X=6
x+2=0
X=-2

maka nilai dari x adalah 6 dan -2
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Farida beserta teman-temannya akan makan di depot
sekolahnya, mereka memesan 3 porsi ayam penyet serta
2 gelas es jeruk. Tak lama kemudian, Dani dan teman-
temannya datang dan memesan 5 porsi ayam penyet
serta 3 gelas es jeruk. Berapakah harga satu porsi ayam
penyet dan harga per gelas es jeruk, jika Siti harus
membayar Rp70.000,00 untuk semua pesanannya dan
Beni harus membayar Rp115.000,00 untuk semua
pesanannya.
Penyelesain;
Misalkan x = harga ayam penyet per porsi

y = harga es jeruk per gelas
Sistem persamaan linearnya: 3x + 2y = 70.000

5x + 3y =115.000

Jika dituliskan dalam bentuk matriks adalah sebagai
berikut :

¢ a b=

dp—b aq—c
Xx=2229 dan y = 7P dengan syarat ad # bc
ad—bc ad—bc
p b |a P|
a b qg d c q
|A| = [ d]-ad—bc x=|a b y=|a b
c d c d
p b 70.000
q d 115000 3 _70.000 (3)-115.000 (2) _
b B 3(3)-2(5 B
c d| |5 3 ) ®)
—20.000
= 20.000
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a p| |3 70.000
e q| B |5 115,000 _ (3)115.000 =(5) 70.000 _ =5.000

TSR T reme T

= 5.000

Dari hasil perhitungan diatas didapat harga ayam penyet
satu porsi (x) adalah Rp. 20.000 dan harga es jeruk per
gelasnya (y) adalah Rp. 5.000.
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Bab ini akan membahas salah satu konsep penting dalam
aljabar linear, yaitu determinan matriks berukuran 3 x 3.
Determinan merupakan bilangan yang dapat dihitung dari
elemen-elemen matriks dan memiliki berbagai aplikasi dalam
bidang matematika, fisika, serta teknik. Dalam matriks 3 X 3,
nilai determinan memberikan informasi penting mengenai
sifat-sifat matriks, seperti apakah matriks tersebut memiliki
invers atau tidak. Selain itu, determinan sering digunakan
dalam sistem persamaan linear, transformasi geometris, dan
analisis vektor. Pada bab ini, kita akan menguraikan cara
menghitung determinan matriks 3 x 3 secara sistematis.

6.1 Mencari Determinan Matriks 3 x 3
Menggunakan Metode Sarrus

Misalkan diberikan matriks 3 X3 X yaitu X =

X11 X12 %13

[x21 X2 X23|, maka langkah mencari determinan dari

X31 X32 X33

matriks X dengan menggunakan metode Sarrus adalah

sebagai berikut:

1. Tuliskan kembali elemen-elemen yang terletak pada
kolom pertama dan kedua dari matriks X.

2. Buatlah sebuah beberapa garis diagonal utama yang
membentang sepanjang Kkiri atas sampai kanan bawah
dari matriks yang terbentuk dari langkah 1. Kemudian
kalikan elemen-elemen yang terdapat pada diagonal
utama tersebut. Setelah dikalikan, maka langkah
selanjutnya adalah menjumlahkan hasil perkalian
tersebut.

3. Buatlah sebuah beberapa garis diagonal sekunder yang
membentang sepanjang kiri bawah sampai kanan atas
dari matriks yang terbentuk dari langkah 1. Kemudian
kalikan elemen-elemen yang terdapat pada diagonal
utama tersebut. Setelah dikalikan, maka langkah
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selanjutnya adalah menjumlahkan hasil perkalian

tersebut.

. Kurangkan hasil penjumlahan pada langkah ke 2 dengan
hasil langkah ke 3.

Berikut adalah ilustrasi dari langl;ah-langkah metode

Sarrus ™ .

Xpa Xap XXl X1z
det(X) = [¥21 %25 “Xz3|X21 *a2
X31” X3z' ¥agl¥ay X3z
Keterangan :------ » hasil kalinya bertanda positif

------ » hasil kalinya bertanda negatif
Sehingga akan didapatkan hasil determinan dari matriks
A sebagai berikut.
det(X) = xq11X22X33 + X12X23%31 +
X13X21X32 = X13X22X31 — X12X21X33 — X11X23X32
@)
Contoh 1:

Diberikan matriks R =

1 2 3
4 5 6 . Dengan
7 8 9

menggunakan metode Sarrus, maka tentukan det(R)!
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Penyelesaian:
1. Tulis kembali elemen-elemen pada kolom pertama

dan kedua.
1 2 311 2
R=14 5 6]4 5
7 8 917 8

2. Buatlah garis diagonal utama pada matriks B
kemudian kalikan elemen-elemen yang dilewati oleh

diagonal utama. RN
12 311 2 >~
R=|4 5 6]4 5 Talaa
7 8 917 8

Diagonal 1=1-5-9 =45
Diagonal2=2-6-7 = 84
Diagonal3=3-4-8 =96
3. Jumlahkan hasil perkalian dari diagonal utama pada
langkah 2.
45+ 84 +96 = 225
4. Buatlah garis diagonal sekunder pada matriks B
kemudian kalikan elemen-elemen ygng dilewati
oleh diagonal sekunder. NN

.,

1 2 311 2 .7 ..
R=[4 5 6|4 .5 .~
7 8 917 8

Diagonal 1=7-5-3 =105
Diagonal2=8-6-1 =48
Diagonal3=9-4-2 =72

5. Jumlahkan hasil perkalian dari diagonal sekunder
pada langkah 4.
105 + 48 + 72 = 225
6. Kurangkan hasil yang didapat dari langkah 3 dan 5.
225-225=0
7. Sehingga det(R) =0
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Contoh 2:

2 —4 8
Diberikan matriks T =|-2 7 —2| . Dengan
0 1 5

menggunakan metode Sarrus, maka carilah nilai dari
det(T)!

Penyelesaian:
1. Tulis kembali elemen-elemen pada kolom pertama
dan kedua.
2 -4 812 -4
T=|-2 7 —2] -2 7
0 1 510 1

2. Buatlah garis diagonal utama pada matriks T
kemudian kalikan elemen- elemen yang dilewati oleh
diagonal utama. I T

2 -4 812 \—\4\\‘;
T=|-2 7 =2|-2 7-a & ™a
0o 1 5lo0 1

Diagonal1=2-7-5=70
Diagonal 2=(—4)-(-2)-0=0
Diagonal3=8-(-2)-1=—-16
3. Jumlahkan hasil perkalian dari diagonal utama pada
langkah 2.
70+ 0+ (—16) = 54
4. Buatlah garis diagonal sekunder pada matriks T
kemudian kalikan elemen-elemen yang dilewati oleh

diagonal sekunder. v
e v

v
2 -4 812 =4 . .~
T=|-2 7 —2"7.
0 1 54+0-7"1.7

Diagonal1=0-7-8=0
Diagonal2=1-(-2)-2=—4
Diagonal 3=5-(—2)-(—4) =40
5. Jumlahkan hasil perkalian dari diagonal sekunder
pada langkah 4.
0+ (—4)+40=36
6. Kurangi hasil pada langkah 3 dan 5.




54 —36 =18
7. Sehingga det(T) = 18

6.2 Mencari Determinan Matriks 3 x 3
Menggunakan Metode Ekspansi Kofaktor

6.2.1 Pengertian Minor dan Kofaktor

Misalkan matriks X adalah matriks persegin X n. M;;

(minor baris ke i kolom ke j dari matriks X) adalah sebuah
determinan dari submatriks X yang terbentuk dari hasil
pencoretan baris ke i dan kolom ke j dari A (Anton & Rorres,
2014). Hasil perkalian dari (- 1)**/ M;; dilambangkan dengan
C;j dan disebut sebagai kofaktor entri x;;.

Contoh:
3 1 —4

Misalkan A=|2 5 6 Misalkan kita ingin
1 4 8

mencari minor entri a;; , maka kita dapat melakukan
beberapa langkah berikut.
1. Kita coret semua entri yang berada pada baris pertama
dan kolom pertama, sehingga didapat matriks yang baru,
5 6
4 g8r
2. Setelah itu, kita cari determinan dari matriks baru
tersebut, yaitu.
i g=5-8—4-6=16 — My,
Maka, minor dari entri ai1 dari matriks A adalah 16

Sedangkan untuk mencari kofaktor dari entri ai1 dapat
dilakukan dengan cara:
Cii=(-1)1+*1Mn
=(-1)2-16
=16
Jadi kofaktor dari dari entri ai1 adalah 16.

yaitu
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Sekarang, misalkan kita ingin mencari minor dan kofaktor
dari entri a3z, maka cara yang dapat kita lakukan adalah
dengan melakukan langkah (1) dan (2) sehingga didapat

M32:|§ _64|:26

Sedangkan kofaktornya adalah:

C32 = (_ 1)3+2 " M32
=(-1)°-26
=-26
Jika kita amati lebih detail, minor dan kofaktor elemen

aij hanya berbeda dalam hal tanda, yaitu C;; = +M;; .
Perhatikan pola berikut untuk memudahkan penentuan
penggunaan tanda + atau - yang menghubungkan C;; dan M;;
pada baris ke-i dan kolom ke-j.

1+ |+
|+ |+ |
St L+ o+
|+ |+ |
et L+ o+

6.2.2 Menentukan Determinan Matriks 3 x 3
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Menggunakan Metode Ekspansi Kofaktor

Tinjaulah matriks umum berordo 3 x 3 berikut.
X11  X12  X13
X21 X22 X33
X31 X32 X33
Dengan menggunakan metode Sarrus, maka kita dapat
memperoleh:

det(X) = x11X22X33 + X12X23X31 +

X =

X13X21X32 = X13X22X31 — X12X21X33 — X11X23X32
*)

Persamaan (*) dapat ditulisakan kembali menjadi:




det(X) = x11(X22X33 = X32X23) + X12(X23X31 — X21X33)

+ X13(X21X32 — X31X27)

= X11(X22X33 = X32X23) +
X12((- 1) (x21X33 = X23%x31)) +
X13(X21X32~ X31X22)-
Karena (x;;X33 — X32X23) = Cy1, (- 1)(X21X33 = X23X31) = Cy
dan (x31X32-X31X52) = C;3, maka kita dapat menuliskan

kembali det(X) sebagai berikut.

det(X) = x11C11 + X12C12 + x13C13 **)
Pada persamaan (**), terlihat bahwa determinan X dapat
diperoleh dengan mengalikan setiap elemen pada baris
pertama matriks X dengan masing-masing kofaktornya,
kemudian menjumlahkan hasil perkalian tersebut. Cara
menghitung det(X) ini dikenal sebagai metode ekspansi

kofaktor sepanjang baris pertama.

Dengan menyusun kembali suku-suku pada (*), maka
kita akan mendapatkan persamaan berikut.

det(X) =x11Cy1 + x12C15 + x13C13
baris pertama)

=X21C21 + X320 + a23C53
baris kedua)

=x31031 + X32C3; + x33C33
baris ketiga)

=x11C11 + x21C51 + a3,C34
kolom pertama)

=X12C12 + X2,C5; + x3,C5;
kolom kedua)

=Xx13C13 + a3C33 + X33C33
kolom ketiga)

(ekspansi sepanjang
(ekspansi sepanjang
(ekspansi sepanjang
(ekspansi sepanjang
(ekspansi sepanjang

(ekspansi sepanjang

Jika kita amati, semua entri dan kofaktor dalam persamaan di
atas berasal dari baris atau kolom yang sama. Persamaan ini
disebut ekspansi kofaktor dari det(X). Persamaan tersebut
menghasilkan sebuah teorema yang berbunyi:
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Contoh 1:

1 6 -3
Misalkan diberikan matriks A = (-2 7 1 ], maka
3 -1 4

tentukan:

a) Matriks M yang berisi seluruh minor dari entri -
entri matriks A

b) Matriks C yang berisi seluruh kofaktor dari entri -
entri matriks A

c) Determinan matriks A dengan menggunakan
kofaktor sepanjang baris kedua.

d) Determinan matriks A dengan menggunakan
kofaktor sepanjang kolom ketiga.

Penyelesaian:
1 6 -3
Diketahui matriksA=|-2 7 1 ]
3 -1 4

a) Misalkan M adalah matriks yang berisi seluruh
minor dari matriks A, maka:

I I

51 _43 3 _3 3 -1

- | | |3 | |3 —1|
6 —3 —3

;7 21 5

=121 13 -19

[29 —11 —19]
27 =5 19
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b) Misalkan C adalah matriks yang berisi seluruh
kofaktor dari matriks A dan karena Gij= (-1)'+i Mj;,
maka;

C =
D'+t 29 (-DPF2(-11) (D)3 (-19)
(_1)2 +1 . 21 (_1)2 + 2, 13 (_1)2 + 3 (_19)
(_1)3+1 . 27 (_1)3+2 (_5) (_1)3+3 . 19

29 11 -19
= [—21 13 19

27 5 19
c) Determinan matriks A dengan menggunakan

ekspansi kofaktor sepanjang baris kedua.

det(4) = a21C21 + a22C22 + a23C23
=(-2)(-21)+7-13+1-19
=152

d) Determinan matriks A dengan menggunakan

ekspansi kofaktor sepanjang kolom ketiga.

det(4) = a13C13 + az23C23 + a33(Cs3
=(-3)(-19)+1-19+4-19

=152
Contoh 2:
2 —4 8
Diberikan matriks T =|-2 7 —2] . Dengan
0 1 5
menggunakan metode ekspansi kofaktor, maka carilah
nilai dari det(T)!
Penyelesaian:

1. Kita akan menggunakan ekspansi kofaktor sepanjang
kolom ketiga. Terlebih dahulu kita akan mencari
minor dari setiap entri di kolom ketiga.

M13=|_02 Z|=(—2)-1—0-7=—2

M23=|(2) _14|=2-1—0-(—4)=2

My =|2, =27-(-2-(-
—6
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2. Setelah itu, kita akan mencari kofaktor dari setiap
entri di kolom ketiga.
Ci3= (D" M3 = -2
Cpz = (=1)**3 - My = =2
C33=(=1)%*" M35 =6
3. Langkah selanjutnya adalah mengalikan setiap entri
pada kolom ketiga matriks T dengan pasangan
kofaktornya.
ti3-Ci3 =8-(—2)=-16
trz C3=(-2)-(-2)=4
tz3-C33=5-6=30
4. Langkah terakhir, adalah menjumlahkan semua hasil
perkalian dari langkah 3.
—-16+4+30 =18
5. Sehingga det(T) = 18

6.3 Mencari Determinan Matriks 3 X3
Menggunakan Metode Reduksi Baris

Selain menggunakan kedua cara (Metode Sarrus dan
ekspansi kofaktor) yang sudah umum dipakai dalam
menentukan determinan matriks 3 X 3, terdapat satu metode
lagi yang dapat digunakan untuk mencari determinan suatu
matriks. Metode ini dilakukan dengan cara mereduksi matriks
tersebut ke dalam bentuk eselon baris. Metode ini digunakan
untuk memudahkan perhitungan dan menghindari kesalahan
pada saat mencari determinan matriks.

Terdapat beberapa teorema penting yang dapat
digunakan untuk memudahkann perhitungan pada metode
reduksi baris, yaitu.

Teorema 6.1
Jika A adalah matriks persegi 3 X 3 yang terdapat satu baris
dengan entri 0, maka det(4) = 0

Bukti:
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a b c

0 0 0] . Dengan
d e f
menggunakan metode ekspansi kofaktor sepanjang baris
kedua, maka didapatkan:

det(4) = (-1)2*1-0-

Misalkan diberikan matriks A4 =

b ¢
e f
+(=D73-0-]2 7|

FED220- g

=0

Teorema 6.2

Jika A adalah matriks segitiga 3 X 3 , maka det (4) adalah
hasil kalli elemen-elemen pada diagonal utama.

Bukti 1:

Misalkan diberikan matriks segitiga bawah 3x3 A=
a 0 0

b c 0
d e f
sepanjang baris pertama, maka didapatkan:

det(4) = (~1)1*1 - [¢ ?|+(—1)1+2-0-|Z ]9

. Dengan menggunakan metode ekspansi kofaktor

+(=D™3-0- 0 €]
=a-(cf—0)=acf

Seperti yang kita ketahui, a, ¢ dan f adalah elemen-elemen
pada diagonal utama matriks A.

Bukti 2:
Misalkan diberikan matriks segitiga atas 3x3 A=

a b c
0 d el Dengan menggunakan metode ekspansi kofaktor
0 0 f

sepanjang kolom pertama, maka didapatkan:
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d e
0 f

+(=D¥0-5 ¢
= a(df - 0) = adf

det(4) = (-1 -qa-

b ¢
_1)2+1, .
+EDo-|g

Seperti yang kita ketahui, a, d dan f adalah elemen-elemen
pada diagonal utama matriks A.

Teorema 6.3 Misalkan A4 adalah matriks persegi 3 x 3

a. Jika X' adalah matriks yang dihasilkan dari hasil perkalian
salah satu baris pada matriks X dengan konstanta k, maka
det(X") = k- det (X).

b. Jika X' adalah matriks yang dihasilkan dari pertukaran
dua baris pada matriks X, maka det(X') = —det (X).

c. Jika X' adalah matriks yang dihasilkan dari perkalian
salah satu baris pada matriks X dan kemudian
dijumlahkan dengan baris yang lain, maka det(X') =
det (X).

Bukti:

X11 X12 %13

a. Misalkan dberikan matriks X = |X21 X22 X33

X31  X32 X33
Misalkan terdapat konstanta k dan dikalikan dengan
setiap entri pada baris kedua, maka didapatkan X' =
X111 X122 %13

kxy; kxy; kxp3| . Dengan menggunakan metode

X31 X3z X33

Sarrus, maka didapatkan

det(X")

= kX11X22X33 + kX12X23%31

+ kX13X51X32 — kX13X55X31 — KX12X51X33 = KX11X23%X3,

= k(X11X22X33 + X12X23X31

+ X13X21X32 = X13X22X31 = X12X21X33 — X11X23X32)
= k - det (X)
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b. Misalkan dberikan matriks X =

X11 X12  *13
X21 X2 X23
X31 X32 X33
Misalkan X’ adalah matriks yang dihasilkan dari menukar
baris kedua dengan baris pertama pada X, sehingga X' =
X21 X22 X33
X11 X12 x13]. Dengan menggunakan metode ekspansi
X31 X32 X33
kofaktor sepanjang baris pertama matriks X' maka
didapatkan:
det(A") = x31(x12X33 — X32%13)
— X22(X11X33 — X31%13)
+ x23(x11X32 — X31%12)
= X11(X23X32 — X22X33)
+ x12(x21X33 — X31X23)
+ x13(X22X31 — X21X32)
= —x11(X22X33 — X32X23)
+ x12(X21X33 — X31X23)
— X13(X21%32 — X31%22)
= —(x11(x22x33 — X32X73)
— Xx12(X21X33 — X31X23)
+ x13(X21%37 — x31x22))

= —det (X)
a b c
Misalkan dberikan matriks X =|d e f|. Misalkan A’
g h i

adalah matriks baru dengan menjumlahkan baris kedua
dengan k kali baris ketiga matriks X, sehingga didapatkan

a b c
X' =|d+kg e+kh f+ki|. Dengan menggunakan
g h i

metode ekspansi kofaktor sepanjang baris pertama
matriks X', maka didapat.
det(X") = a((e + kh)i — h(f + ki))
—b((d + kg)i — g(f + ki)
+ c((d + kg)h—g(e + kh))




= aei + akhi — ahf — ahki — bdi — bkgi + bgf
+ bgki + cdh + ckgh — cge — cgkh
=a(ei — hf) — b(di — gf) + c(dh — ge)
= det (X)
Contoh Soal:
Dengan menggunakan metode reduksi baris, hitunglah
determinan dari matriks berikut.

0 1 5
a. R=1|3 -6 9]
2 6 1
2 -4 8
b. S=|-2 7 —2]
L0 1 5
Penyelesaian:
0 1 5
a. R=|3 -6 9]
2 6 1
0 1 5 0 1 5
3 -6 9/=3[1 -2 3| (Teorema 6.3.a)
2 6 1 2 6 1
Baris pertama ditukar dengan baris kedua
0 1 5 1 -2 3
3 -6 9|=-3[(0 1 5|(Teorema 6.3.b)
2 6 1 2 6 1
Baris ketiga ditambah dengan —2 kali baris pertama
0 1 5 1 -2 3
3 =6 9[=-3[0 1 5| (Teorema 6.3.c)
2 6 1 0 10 -5
Baris ketiga ditambah —10 kali baris kedua
0 1 5 1 -2 3
3 -6 9/=-3(0 1 5 | (Teorema 6.3.c)
2 6 1 0 0 =55
0 1 5
3 -6 9|=-3-1-1-(-55)=165 (Teorema
2 6 1
6.2)

Jadi det(R) = 165
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(Teorema 6.3.c)

(Teorema 6.3.c)

(Teorema 6.3.b)

—2-1-(—9) = 18 (Teorema 6.2)

2 -4 8
b. S=|-2 7 —2]
0 1 5
Jawab:
Baris kedua ditambah dengan baris pertama
2 —4 8 2 —4 8
-2 7 =2/=|0 3 6
0 1 5 0 1 5
Baris kedua ditambah dengan —3 kali baris ketiga
2 —4 8 2 —4 8
-2 7 =2(=]10 0 -9
0 1 5 0 1 5
Baris kedua ditukar dengan baris ketiga
2 —4 8 2 -4 8
-2 7 =2[=-10 1 5
0 1 5 0 0 -9
2 -4 8
-2 7 =2|=
0 1 5

Jadi det(S) = 18

6.4 Beberapa Sifat Mengenai Determinan Matriks
3x3

Untuk memudahkan dalam menghitung nilai
determinan matriks 3 X 3, maka akan diberikan beberapa
sifat dari determinan matriks 3 X 3.

Teorema 6.4

Jika X adalah matriks 3 X3 dan X7 merupakan
matriks tranpose dari X, maka det(X) = det(X7)

Bukti:
Diberikan matriks 3 X 3 X , yaitu X=
X11 X12  X13
X21 X2z X23|. Kemudian terdapat X” sedemikian
X31 X32 X33
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X1z Xz X33 Dengan
X13  X23 X33
menggunakan metode ekspansi kofaktor sepanjang
baris pertama X7, maka didapat
det(X™) = x11(x22X33 — X23%32) — X21(%X12X33 — X13%32)
+ x31 (X12%23 — X13%22)
= x11(X22X33 — X23%32) — X12(X21X33 — X31%X23)
+ x13(x21 %32 — X31%22)

sehingga XT =

X111 X21 x31]

= det(X)
Teorema 6.5
Jika X dan Y adalah matriks 3 X 3, maka det(XY) =

det(X) det(Y)
(Bukti sebagai latihan soal)

Contoh:
0 1 5
Diberikan matriks R =13 -6 9 dan S =
2 6 1
2 —4 8
—2 7 —2|. Tentukan hasil dari det(AB)!
0 1 5
Jawab:

Berdasarkan pada Teorema 6.5, kita tidak perlu
melakukan banyak perhitungan untuk mencari nilai
dari det(RS). Kita hanya perlu mengalikan det(R)
dengan det(S).

0 1 5
det <[3 —6 9]) = 165 Contoh pada subbab 6.3
2 6 1

2 -4 8
det ([—2 7 —2]) = 18 Contoh pada subbab 6.3
0 1 5
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Jadi det(RS) = det(R) det(S) = 165 -18 = 2970
Teorema 6.6

Jika X adalah matriks 3 X 3 dan k adalah konstanta,
maka det(kX) = k3 det(X)

Bukti:
X111 X12 X313
X1 X2z X23| dan k adalah sebuah

X31 X322 X33
kxi1 kxi, kxis

kxay  kXay  kxas
kxs3y  kxz; kxss
menggunakan metode Sarrus, maka didapatkan
det(kX)
= k3x11%52X33 + K3x15053X34
+ k3 x13%01 %35 — k3X13%X00X31 — K3 X15X51 X33 = k3X11X53%3,
= k3(x11%X22X33 + X12X23%31
+ X13X21X32 — X13X22X31 ~ X12X21X33 = KX11X23X37)

Misalkan X =

konstanta, maka kX = . Dengan

= k3det(X)
Contoh :
0 1 5
Diberikan matriks R = \3 -6 9 Tentukan
2 6 1
det(2R)!
Jawab:

Berdasarkan teorema 6.6, maka kita dengan mudah
menemukan det(2R) tanpa harus mengalikan 2
dengan R. Sehingga diperoleh:

det(2R) = 23 det(R) = 8- 165 = 1320
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Teorema 6.7

Sebuah matris 3 X3 X memiliki invers (dapat
dibalik) jika dan hanya jika det(X) # 0
Bukti sebagai bahan latihan!

6.5 Latihan-Latihan Soal

1. Carilah determinan dari masing-masing matriks

berikut!
1 9 7
a. V=|4 6 2
5 3 8
1 -2
b. W=7 1 =2
5 0 1
[1 2 3
c. X=122 0 41
(10 20 30
2 1
d Y=[4 2
0 0
a b
2. Jika det [d e ]— 5. Maka tentukan nilai dari
h i j

a b c
det[d—Ba e—3b f—3C‘!
2g 2h 20
3. Diberikan matriks persegi 3 X 3T . Buktikan
beberapa pernyataan berikut.
a. Jika matriks tersebut mempunyai entri-entri
bilangan bulat yang berurutan, maka det(T) = 0.
b. Jika matriks tersebut mempunyai entri-entri
yang sama, maka det(T) = 0
c. Jika terdapat matriks 3 X 3 U, maka berlaku
det(TU) = det(T) det(U).
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d. Matriks T mempunyai invers jika dan hanya jika
det(T) # 0.
4. Tentukan nilai ¢t sedemikian sehingga matriks T =
1 2 4
[3 1 6‘ tidak mempunyai invers!
t 3 2
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BAB 7
DETERMINAN MATRIKSN X N

Oleh Evi Sunarti Antu

7.1 Definisi dan Notasi Determinan

7.1.1 Pengertian Determinan

Determinan adalah suatu nilai skalar yang dapat
dihitung dari sebuah matriks persegi (matriks berordo n
x n). Determinan memberikan informasi penting tentang
sifat-sifat matriks, seperti:

a. Apakah matriks invertibel (memiliki invers) atau
tidak.

b. Seberapa besar perubahan luas atau volume yang
dihasilkan dari transformasi linear oleh matriks
tersebut.

c. Dalam bidang Teknik Elektro, determinan digunakan
dalam penyelesaian sistem persamaan linear
(misalnya dalam analisis rangkaian) dan studi
kestabilan sistem dinamis.

7.1.2 Notasi Determinan

Determinan dari suatu matriks A biasanya ditulis dengan:

m det(4)

m|A]

. _Ja b ] _ _
Jika: A= [c d] Maka: det(A) =ad — bc

Contoh: Perhitungan Determinan
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a. Matriks 2x2

A_35]

T2 4
det(A) =(34)—-(52)=12-10=2
b. Matriks3x3
1 2 3
0O -1 4

2 1 0

B =

Gunakan ekspansi kofaktor baris pertama:

_4 |1 4 _ ., |0 4 0 -1
det(B)_1'|1 0| 2'|2 0|+3'|2 1|
Hitung Minor-minornya =

-1 4|_ . _ _
n | O|_( 1x0) — (4x1) = —4

m |0 g|=(0x0)—(4x2)=—8

N

N O

_11|=(0x1)—(—1x2)= 2

Lanjut :
det(B) =1(—4) - 2(-8)+3(2)= —4+16+6=18
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7.1.3 Interpretasi Geometris Determinan

a. Untuk matriks 2x2, determinan menunjukkan luas
paralelogram (bangun datar 2D) yang dibentuk oleh
dua vektor.

b. Untuk matriks 3x3, determinan menunjukkan
volume paralelopiped (bangun ruang 3D) yang
dibentuk oleh tiga vektor.

Contoh: Aplikasi di Teknik Elektro

Dalam analisis rangkaian linear (misalnya menggunakan
metode mesh atau node voltage), sistem persamaan yang
dihasilkan bisa dituliskan dalam bentuk matriks.
Determinan digunakan untuk:

Menentukan apakah sistem memiliki solusi unik.
b. Menyelesaikan sistem dengan aturan Cramer.

c. Mengetahui kestabilan sistem dinamis melalui
matriks karakteristik.
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Latihan Soal
Soal 1:
Hitunglah determinan dari matriks:

¢= |—42 é

Pembahasan :
Gunakan rumus matriks 2 x 2 :
det(C) =(4)B3)— (DH(-2)=12+2=14

Soal 2:
Diketahui:
2 0 1
D=3 1 -1
1 2 0

Hitunglah determinan det (D) dengan ekspansi kofaktor baris
pertama.

Pembahasan :

o1 =11 _ 413 -1 31
det(D)_2'|2 0| 0'|1 0|+1|1 2
Hitung minornya :

a) =10 - 1@ =2
2 0
1
2|=3(2)—1(1)=6—1=5

det(D) =2(12)+1(5) =4+5=9
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7.2 Metode Perhitungan Determinan

7.2.1 Metode Perhitungan Determinan

Untuk matriks berordo n x n, terdapat beberapa metode
yang umum digunakan untuk menghitung determinan:

a. Metode Ekspansi Kofaktor (Laplace Expansion)

Metode ini melibatkan:

e Memilih baris atau kolom tertentu (biasanya yang
mengandung nol terbanyak untuk efisiensi).

e  Menghitung minor dan kofaktor untuk tiap elemen.

e  Menjumlahkan hasil dari setiap elemen dikalikan
dengan kofaktornya.

Rumus umum untuk determinan 3x3:

det(4A) = ay1¢11 + a12¢12 + 13613

dimana:
Cij = (—1)l+] .Minorl-j

b. Metode Sarrus (Khusus matriks 3x3)

Langkah-langkah:

1. Salin dua kolom pertama ke sebelah kanan matriks.

2. Hitung hasil kali diagonal utama dan kurangi hasil
kali diagonal minor.

Contoh:
a b c¢
A=1d e f
g h i
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Maka : det (A)

a b cla b
A=|d e fld e
g h ilg h

det(A) = aei + bfg + sdh — ceg — bdi — afh

c. Metode Eliminasi Baris (Gauss Elimination)
Mengubah matriks ke bentuk segitiga atas (upper
triangular), lalu determinannya adalah:

det(A) = (perkalian elemen diagonal utama) x (—1)*
dimana k adalah jumlah pertukaran baris..

Contoh Soal dan Pembahasan

Contoh Soal 1: Ekspansi Kofaktor

Hitunglah determinan matriks berikut menggunakan
ekspansi kofaktor:

1 2 3
A=10 1 4
2 30
Pembahasan:

Gunakan ekspansi kofaktor pada baris pertama:
_4 |11 4 _,10 4 0 1
det(4) = 1'|3 0| 2 |2 0| +3 |2 3

Hitung minor :
N EOIOBIOIORESE

', J=OO-®@= -8
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', =O®-0@-=-2

Maka:
det(A) = 1(—-12)—-2(-8)+3(-2)= -12+16—-6= -2

Contoh Soal 2: Metode Sarrus
Hitunglah determinan matriks:

2 1 3
B=|0 -1 4

1 2 0
Pembahasan:

Tulis ulang dua kolom pertama:

Hitung diagonal dari kiri atas ke kanan bawah:
m 2.(-1).0=0

m 1.4.1 =4

m 3.0.2 =0

Jumlah0+4 +0=4

Hitung diagonal dari kanan atas ke kiri bawah:
m3.(-1).1 = -3

m2.4.2 =16
m1.0.0 =0
Jumlah-3+16+0=13
Maka :
det(B) = Jumlah diagonal Utam — Jumlah diagonal bali
=4-13= -9
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7.3 Sifat-sifat Determinan

7.3.1 Tujuan Memahami Sifat Determinan

Memahami sifat-sifat determinan sangat penting untuk:

a. Mempercepat proses perhitungan.

b. Menyederhanakan operasi-operasi pada matriks.

c. Menentukan apakah matriks memiliki invers atau
tidak (dalam konteks sistem linier dan transformasi
sistem pada Teknik Elektro).

7.3.2 Sifat-sifat Penting Determinan
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Berikut beberapa sifat penting dari determinan
matriks persegi:

Sifat 1: Determinan identitas
det(l,,)) =1

Matriks identitas (semua elemen diagonal = 1 dan lainnya
0) selalu memiliki determinan 1.

Sifat 2: Jika satu baris atau kolom semuanya nol
Maka:
det(4A) =0

Sifat 3: Jika dua baris atau dua kolom identik
Maka:
det(4A) =0

Sifat 4: Jika suatu baris/kolom dikalikan konstanta k
Maka determinan ikut dikalikan dengan k:

det(kA) = k™.det(A)
untuk matriks berordo nxn




Sifat 5: Pertukaran dua baris atau kolom
Jika kita menukar dua baris atau kolom:
det(A) » —det(4)

Sifat 6: Matriks segitiga (atas, bawah, atau diagonal)
Determinan dari matriks segitiga adalah:

det(A) = perkalian semua elemen diagonal

Sifat 7: Determinan hasil transpose
det(4T) = det(4)

Sifat 8: Determinan hasil perkalian dua matriks
det(AB) = det(A).det(B)

Sifat 9: Determinan matriks invers

Jika A invertibel:
det(A™V = !
det(4)

Contoh Soal dan Pembahasan
Contoh Soal 1: Baris identik
Diberikan:

1 2 3
A=1|1 2 3

4 5 6
Hitung determinan matriks A.
Pembahasan:
Baris pertama dan kedua identik, maka:

det(4) =0
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Contoh Soal 2: Pertukaran baris
Misalkan:

A= |§ g| S det(4) = (1)(3) = (0)(2) = 3
Tukar baris 1 dan 2:
B = |§ g| = det(B) = (2)(0) — (3)(1) = -3

Jadi:
det(4) - —det(B)

Contoh Soal 3: Matriks segitiga

3 1
A= M
0 0
Karena ini matriks segitiga atas, maka:
det(A) = 2. 4.6 =48
Contoh Soal 4: Determinan hasil perkalian

Diberikan:
det(A) =5, det(B)= -2

Maka:
det(4AB) = det(A).det(B) = 5.(-2) = —10

7.4 Aplikasi Determinan dalam Sistem Persamaan
Linier (Cramer’s Rule)

7.4.1 Pengantar

Dalam bidang Teknik Elektro, sistem persamaan
linier sering muncul dalam analisis rangkaian listrik
(misalnya, hukum Kirchoff), kontrol sistem, dan
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pemodelan sinyal. Salah satu metode penyelesaian sistem
persamaan linier adalah dengan menggunakan Aturan
Cramer, yang berbasis pada determinan.

7.4.2 Aturan Cramer

Aturan Cramer menyatakan bahwa untuk sistem
persamaan linier:

AX=B
Dengan :
e A adalah matriks koefisien berukuran n x n
e Xadalah vektor variabel ( X1, X2, ........ Xn)

e B adalah vektor konstanta

Jika det (A) # 0, maka sistem memiliki solusi unik dan
setiap variabel xi dapat dihitung dengan :

_ det(Al)
X et()
di mana:
Ai adalah matriks A yang kolom ke-i diganti dengan
vektor B

7.4.3 Langkah-langkah Aturan Cramer

1. Tentukan determinan det(A)
2. Gantilah kolom ke-i dari A dengan vektor B untuk
mendapatkan Ai.
3. Hitung det (Ai)
4. Gunakan rumus:
det(Ai)
X et(A)
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Contoh Soal dan Pembahasan
Contoh Soal 1: Sistem 2x2
Selesaikan sistem persamaan berikut dengan aturan Cramer:

{Zx +3y = 5}
4x —y =6
Pembahasan:

Langkah 1: Matriks Koefisien dan Vektor Konstanta

_12 3 _ 15
A_|4 —1|’ B= |6|
Langkah 2 : hitung det (A)
det (A)=(2)(-1) -(3)(4) =-2-12=-14

Langkah 3 : Buat A1 dan Az
e A::Ganti kolom ke-1 dengan B

A = |6 —1|
- det(4;) = 5)(—=1) — (3)(6)
=-5-18= -23
¢ Az Ganti kolom ke-2 dengan B
= | | > det(4,) = (2)(6) — (4)(5) = 12 — 20
= —8

Langkah 4 : Hitung x dany

_ det(4,) —23 23
~ det(4d) -14 14

det(4;) -8 4

~ det(4d)  —-14 7

138



Contoh Soal 2: Sistem 3x3
Selesaikan sistem:

x+y+z=6
Fx—y+32=14
x+2y+z=10

Pembahasan:
Langkah 1: Matriks Koefisien dan Vektor Konstanta

1 1 1 6
A=|2 -1 3|, B=|14
1 2 1 10

Langkah 2: Hitung det (A)
Gunakan ekspansi baris pertama:

=13 Jf Pk

Minor :
e (D@M)-B)2)=-1-6=-7
e (2)(1)-3)1)=2-3=-1
e (2)(2) - (1D@A) =4+1=5

det(A)=1(-7) - 1(-1) + 1(5) =-7+1+5=-1

Langkah 3 : Hitung A1, A2, A3 dan determinannya
6 1 1
mA, = |14 -1 3
10 2 1

- det(4;) = —4

1 6 2
mA, = [2 14 3
1 10 1

— det(4,) =5
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1 1 6

1 2 10
Langkah 4 : Solusi
-ty =2 o5 =ty
Y,E4ITR YT T fT T

7.5 Aplikasi Determinan dalam Transformasi
Linear dan Geometri

7.5.1 Pengantar

Determinan bukan hanya alat untuk menyelesaikan
sistem persamaan linier. Dalam geometri dan
transformasi linear, determinan juga memiliki makna
geometris yang dalam, yaitu:

a. Menentukan luas atau volume dari bangun hasil
transformasi linear.

b. Menunjukkan apakah suatu transformasi membalik
orientasi ruang atau tidak (positif/negatif).

c. Menggambarkan skala perubahan ukuran suatu
objek setelah transformasi.

7.5.2 Makna Geometris Determinan
a. Luas Paralelogram (2D)
Jika dua vektor di R?, yaitu :

=l 5= [l
v lupl? Uy

Dibentuk menjadi matriks :
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"1 "
A= |u2 172|
maka, luas paralelogram yang dibentuk oleh 7, dan 7, adalah :

luas = | det(4) |

b. Volume Paralelopiped (3D)
jika vektor di R3:

Dibentuk menjadi matriks 3 x 3 (masing-masing kolom
vektor), maka :

Volume = |det (4)|

- o o

Dimana A adalah matriks dengan kolom 7, 3,

c. Efek Transformasi Linier
Untuk transformasi linier T () = A ,», determinan det
(A) menunjukkan :

m |[det(4)| > 1: membesar
m0 < |det(A)| <:mengecil
m det(4) < 0 : membalik orientasi

Contoh Soal dan Pembahasan

Contoh Soal 1: Luas Paralelogram di 2D
Diberikan dua vektor:

Tentukan luas paralelogram yang dibentuk.
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Pembahasan:
Bentuk matriks:

_12 1
=13 4
Hitung determinan:
det (A) =(2)(4) - (1)(3) =8-3=5

Maka:
Luas = |det(A)| = 5

Contoh Soal 2: Volume Paralelopiped di 3D
Tiga vektor:

1 0 4
2= 10|, 2= 3], w=[1
2 1 0

Hitung volume paralelopiped.

Pembahasan:
Bentuk matriks A:

Gunakan ekspansi baris pertama:

det(4) = 1. i (1)|—0.|(2’ (1)|+4.|(2’ i

Hitung minor:




m(3)(0)-(M@A) = -1
m(0)(1)-3)(2)=-6
Maka :

det (A) = 1(-1) + 0 + 4(-6) = -1 -24 = -25

Volume :
|det(A)| = 25

Contoh Soal 3: Efek Transformasi

Misalkan matriks transformasi:
10 -1

a=1[ 3l

Tentukan jenis transformasi.
Pembahasan : det(A) =(0)(0) - (-1)(1) = 1 — skala tidak
berubah, tetapi orientasi berubah (rotasi 909).

Jadi, ini adalah rotasi 90° searah jarum jam, tanpa
perubahan ukuran.
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BAB 8

PERHITUNGAN INVERS MATRIKS
NxN DENGAN METODE ADJOINT
DAN ELIMINASI GAUSS-JORDAN

Oleh Nining Puji Lestari

8.1 Pendahuluan

Dalam dunia aljabar linear, matriks merupakan salah
satu konsep fundamental yang memiliki banyak penerapan
dalam berbagai bidang, seperti teknik, ekonomi, komputer,
dan ilmu data. Salahsatu operasi penting yang sering
dilakukan terhadap matriks adalah pencairan invers. Matriks
invers berperan dalam menyelesaikan sistem persamaan
linear, transformasi linear, hingga pemrogaman komputer.
Tidak semua matriks memiliki invers; hanya matriks persegi
(berordo N xN) yang tidak singular (determinan tidak nol)
yang memenuhi syarat untuk dihitung inversnya.

Untuk menentukan invers suatu matriks, terdapat
beberapa metode yang umum digunakan, di antaranya adalah
metode Adjoint dan metode Eliminasi Gauss-Jordan.
Metode Adjoint melibatkan proses perhitungan determinan,
kofaktor, dan adjoint dari sebuah matriks untuk kemudian
menghasilkan inversnya. Sementara itu, metode Gauss-Jordan
menggunakan operasi baris elementer terhadap matriks yang
telah digabungkan dengan matriks identitas, untuk
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mendapatkan bentuk yang memungkinkan pembacaan invers
secara langsung. Masing-masing metode memiliki kelebihan
dan tantangan tersendiri dalam hal proses dan efisiensi.

Pemahaman tentang metode perhitungan invers matriks
tidak hanya penting dari sisi teoretis, tetapi juga berguna
dalam membangun kemampuan analisis dan berpikir logis
mahasiswa dalam menyelesaikan masalah matematis yang
kompleks. Dengan menguasai kedua metode ini, mahasiswa
dapat memilih pendekatan yang paling sesuai berdasarkan
kondisi matriks yang diberikan. Oleh karena itu, dalam materi
ini akan dibahas secara sistematis langkah-langkah
perhitungan invers matriks N x N menggunakan metode
Adjoint dan Gauss-Jordan, disertai contoh soal, latihan, serta
analisis perbandingan kedua metode.

8.1.1 Pengertian Matriks Invers

Matriks invers adalah suatu matriks yang apabila
dikalikan dengan matriks asalnya (dalam wurutan
tertentu), akan menghasilkan matriks identitas. Secara
matematis, jika A adalah sebuah matriks persegi berordo

n, maka matriks A~1 disebut sebagai invers dari 4 jika
memenuhi syarat:

A-At=4a1-4=1,

di mana [,, adalah matriks identitas berordo n, yaitu
matriks dengan elemen diagonal utama bernilai 1 dan
elemen lainnya 0. Matriks identitas berperan seperti
bilangan 1 dalam operasi perkalian bilangan real.

Tidak semua matriks memiliki invers. Sebuah
matriks memiliki invers jika memenuhi dua syarat
utama: (1) matriks tersebut berbentuk persegi (jumlah
baris dan kolom sama); dan (2) memiliki determinan
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yang tidak sama dengan nol (det(4) # 0). Jika suatu
matriks tidak memiliki invers, maka matriks tersebut
disebut sebagai matriks singular. Invers matriks sangat
penting dalam menyelesaikan sistem persamaan linear,
terutama yang dapat dituliskan dalam bentuk matriks
seperti AX = B, di mana solusi dari X dapat diperoleh
dengan mengalikan A~ - B, asalkan A memiliki invers.

Invers matriks juga memiliki sifat-sifat khusus yang
sejalan dengan operasi matriks lainnya. Misalnya, jika
dua matriks A dan B keduanya invertible (memiliki
invers), maka hasil perkalian keduanya juga invertibel
dan memenubhi sifat:

(AB)"1 = B-141

Perlu diperhatikan bahwa urutan dalam perkalian
matriks sangat penting, karena perkalian matriks pada
umumnya tidak komutatif. Selain itu, invers dari transpos
suatu matriks juga memiliki hubungan khusus, yaitu:

(AT)—I — (A—I)T

Sifat-sifat ini berguna dalam manipulasi aljabar
linear, terutama saat menyederhanakan ekspresi atau
menyusun solusi dalam bentuk yang lebih efisien. Dalam
praktiknya, invers matriks tidak hanya digunakan dalam
penyelesaian sistem linear, tetapi juga banyak
diaplikasikan dalam bidang seperti kriptografi (untuk
menyandikan dan memecahkan pesan), grafik komputer
(transformasi objek), dan pembelajaran mesin (dalam
perhitungan parameter model regresi linier). Memahami
konsep dasar dari invers matriks tidak hanya penting
sebagai bekal teori, tetapi juga membuka wawasan
terhadap bagaimana struktur aljabar dapat digunakan
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untuk menyelesaikan berbagai permasalahan nyata yang
kompleks. Oleh karena itu, dalam materi selanjutnya
akan dibahas dua metode yang sering digunakan untuk
menghitung invers matriks secara sistematis dan akurat,
yaitu metode Adjoint dan metode Eliminasi Gauss-
Jordan.

8.1.2 Syarat Suatu Matriks Memiliki Invers
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Tidak semua matriks dapat dihitung inversnya. Agar
suatu matriks memiliki invers (disebut juga invertible
atau nonsingular), maka harus memenuhi beberapa
syarat penting yang bersifat mutlak dalam aljabar linear.
Tanpa memenuhi syarat ini, upaya mencari invers akan
sia-sia karena hasilnya tidak akan pernah ada secara
matematis.

Syarat pertama adalah matriks harus berbentuk
persegi, artinya jumlah baris dan jumlah kolom harus
sama. Matriks berbentuk persegi disebut sebagai matriks
berordo nxn. Ini penting karena hanya matriks persegi
yang memungkinkan pembentukan matriks identitas I,,,
yang merupakan syarat dari definisi invers itu sendiri.

Syarat kedua adalah determinan dari matriks
tersebut tidak boleh sama dengan nol, atau ditulis

det(A) # 0. Jika determinan suatu matriks sama dengan
nol, maka matriks tersebut bersifat singular dan tidak
memiliki invers. Hal ini karena determinan
mencerminkan apakah baris-baris atau kolom-kolom

pada matriks saling independen. Jika det(4) = 0, maka
paling tidak satu baris atau kolom dapat ditulis sebagai
kombinasi linear dari baris atau kolom lain, yang artinya
informasi dalam matriks tersebut “terduplikasi” dan
tidak cukup unik untuk dapat dibalik.




Selain dua syarat utama tersebut, dalam konteks
komputasi atau penerapan numerik, kita juga
memperhatikan kondisi numerik dari matriks.
Beberapa matriks mungkin secara teori memiliki invers,
tetapi sangat tidak stabil untuk dihitung secara numerik
karena nilainya sangat dekat dengan nol (kondisi hampir
singular). Dalam kasus seperti ini, penggunaan metode
numerik seperti regularisasi atau pendekatan invers
lebih disarankan.

Dengan memastikan syarat-syarat ini terpenuhi,
barulah proses perhitungan invers dapat dilakukan
dengan metode tertentu, seperti metode Adjoint atau
Gauss-Jordan, yang akan dibahas pada bagian
selanjutnya.

8.1.3 Aplikasi Matriks Invers dalam Kehidupan Nyata dan
Matematika

Matriks invers bukan hanya konsep abstrak dalam
matematika, tetapi memiliki banyak aplikasi penting
dalam berbagai bidang kehidupan nyata. Dalam bidang
matematika, khususnya aljabar linear, matriks invers
digunakan untuk menyelesaikan sistem persamaan
linear.  Misalnya, jika suatu sistem  dapat
direpresentasikan dalam bentuk AX = B, maka solusi
dari sistem tersebut dapat diperoleh dengan mengalikan
kedua sisi dengan invers dari matriks A, sehingga

diperoleh X = A~'B. Pendekatan ini sangat efisien untuk
sistem yang melibatkan banyak persamaan dan variabel.

Dalam bidang teknik dan ilmu komputer, matriks
invers digunakan dalam pemrosesan sinyal, pengolahan
citra, dan pemodelan sistem. Contohnya, dalam dunia
grafika komputer, invers matriks digunakan untuk
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melakukan transformasi balik, seperti mengembalikan
posisi objek 3D ke keadaan semula setelah dilakukan
rotasi, translasi, atau penskalaan. Demikian pula dalam
rekayasa kontrol (control engineering), invers matriks
digunakan dalam desain sistem kontrol linier untuk
mencari parameter yang membuat sistem stabil dan
dapat diatur.

Salah satu aplikasi menarik lainnya adalah dalam
bidang kriptografi, khususnya dalam kriptografi kunci
simetris berbasis matriks Hill Cipher. Dalam metode ini,
pesan dienkripsi dengan mengalikan matriks kunci
dengan vektor pesan. Untuk mendekripsi pesan,
digunakan invers dari matriks kunci. Tanpa invers
tersebut, pesan tidak bisa dikembalikan ke bentuk
semula. Selain itu, di dunia ekonomi dan statistik,
invers matriks sering digunakan dalam metode regresi
linier berganda untuk menghitung koefisien regresi
secara analitik, serta dalam model input-output ekonomi
untuk menganalisis keterkaitan antar sektor.

Dengan begitu banyak aplikasi praktis, pemahaman
yang kuat terhadap konsep dan cara menghitung invers
matriks sangat penting, tidak hanya untuk kepentingan
akademik, tetapi juga sebagai bekal dalam menghadapi
persoalan dunia nyata yang kompleks dan saling terkait.




8.2 Invers Matriks dengan Metode Adjoint

8.2.1 Pengertian Adjoint (Adjoin/Adjugate) Matriks

Adjoint matriks (yang juga dikenal sebagai adjugate
atau kadang disebut adjoin) adalah sebuah matriks yang
dibentuk dari kofaktor-kofaktor suatu matriks, yang
kemudian disusun dan ditransposisikan. Adjoint ini
memiliki peran penting dalam proses perhitungan invers
suatu matriks dengan metode Adjoint. Secara umum,
invers dari suatu matriks A dapat dihitung menggunakan
rumus:

A1l= 1 -adj (A)
det(4)

dengan syarat det(4) # 0, dan adj (A) adalah
matriks Adjoint dari A.

Untuk membentuk matriks Adjoint dari sebuah
matriks 4, langkah pertama adalah menghitung kofaktor
dari setiap elemen dalam matriks. Kofaktor dari elemen
a;; adalah hasil kali antara determinan dari minor M;;

dan tanda (—1)'*/. Setelah seluruh kofaktor dihitung,
disusunlah matriks kofaktor. Kemudian, transpose dari
matriks kofaktor inilah yang disebut sebagai Adjoint dari
matriks A.

Sebagai contoh, jika diberikan matriks A berordo
3x3, maka kita akan menghitung total 9 kofaktor untuk
setiap elemen dalam matriks tersebut. Setelah itu,
disusun menjadi matriks kofaktor berukuran 3x3, lalu
ditransposisikan (baris menjadi kolom dan sebaliknya)
untuk memperoleh matriks Adjoint. Adjoint sangat
berguna tidak hanya dalam mencari invers, tetapi juga
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dalam ekspansi determinan dan teori matriks secara
umum.

Konsep Adjoint sering kali menjadi jembatan antara
teori determinan dan proses perhitungan invers secara
eksplisit. Dengan memahami bagaimana kofaktor dan
transpose bekerja dalam membentuk Adjoint, kita dapat
menghitung invers matriks secara manual tanpa
bergantung pada teknologi seperti kalkulator atau
software. Hal ini sangat bermanfaat terutama dalam
pembelajaran dasar-dasar aljabar linear.

Meskipun metode Adjoint cukup sistematis dan
mudah  dipahami  secara  konseptual, proses
perhitungannya bisa menjadi cukup panjang dan rentan
terhadap kesalahan hitung, terutama untuk matriks
berordo besar (misalnya 4x4 atau lebih). Setiap elemen
dari matriks Adjoint memerlukan perhitungan
determinan minor, yang berarti semakin besar ukuran
matriks, semakin besar pula jumlah operasi yang
dibutuhkan. Oleh karena itu, metode ini lebih cocok
digunakan untuk matriks dengan ordo kecil atau sedang,

misalnya 2x2 dan 3x3.

Namun demikian, Adjoint tetap menjadi metode
penting yang diajarkan dalam pendidikan matematika
karena memberikan pemahaman yang kuat mengenai
struktur internal sebuah matriks. Proses penyusunan
kofaktor dan penggunaan transpose tidak hanya
menunjukkan hubungan antar elemen dalam matriks,
tetapi juga mengajarkan tentang keteraturan dan logika
dalam sistem matematis. Dalam praktiknya, pemahaman
konsep Adjoint akan membantu siswa atau mahasiswa
dalam memahami metode lain yang lebih efisien, seperti




Gauss-Jordan, serta membentuk dasar berpikir analitis
dalam menyelesaikan persoalan numerik yang lebih
kompleks.

8.2.2 Langkah-Langkah Perhitungan Invers dengan
Metode Adjoint

Untuk menghitung invers suatu matriks persegi A
menggunakan metode Adjoint, terdapat beberapa
langkah sistematis yang harus dilakukan. Langkah-
langkah ini melibatkan perhitungan determinan,
penyusunan kofaktor, dan akhirnya pembentukan
matriks Adjoint yang digunakan untuk memperoleh
invers dari matriks tersebut. Berikut ini adalah tahapan
lengkapnya:

1. Hitung Determinan Matriks A

Langkah  pertama  adalah  menghitung
determinan dari matriks A. Jika det(4) = 0, maka
matriks tersebut tidak memiliki invers, sehingga
proses harus dihentikan. Untuk matriks 2x2,
determinan dapat dihitung dengan rumus
sederhana. Sedangkan untuk matriks 3x3 atau lebih,
perhitungan dilakukan dengan ekspansi kofaktor
atau metode lainnya.

2. Tentukan Minor dan Kofaktor untuk Setiap
Elemen

Minor dari elemen a;; adalah determinan dari

submatriks yang diperoleh dengan menghapus baris
ke-i dan kolom ke-j dari matriks A. Selanjutnya,
kofaktor dihitung dengan rumus:

Kofaktor;; = (—1)"*/ - det(M;;)
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di mana M;; adalah minor dari elemen a;;.
3. Susun Matriks Kofaktor

Setelah semua kofaktor elemen dihitung,
susunlah mereka menjadi sebuah matriks baru yang
disebut matriks kofaktor. Matriks ini memiliki
ordo yang sama dengan matriks asal A.

4. Transpos Matriks Kofaktor untuk Membentuk
Adjoint

Lakukan transpose terhadap matriks kofaktor,
yaitu tukar posisi baris menjadi kolom dan kolom
menjadi baris. Matriks hasil dari transpose inilah
yang disebut sebagai Adjoint atau Adjugate dari
matriks 4, ditulis adj(A).

5. Hitung Matriks Invers dengan Rumus

Setelah diperoleh Adjoint dan determinan,
hitung invers dari matriks A menggunakan rumus:

P - adj (A)
det(4)

Kalikan setiap elemen dari matriks Adjoint dengan

' untuk memperoleh matriks invers A~ 1.
det(A)

8.2.3 Contoh Soal dan Penyelesaian

Diberikan matriks persegi 3x3 sebagai berikut :

2 3 1
1 0 4

5 2 -1

A=
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Langkah 1 : Hitung Determinan Matriks A

Gunakan ekspandi kofaktor baris pertama :

detcay =25 *|-3-]3 H|+1-]c O
=2-0-(-1)—-4-2)-3-1-(-1)—4-5)+1-(1-
2—-0-5)

=49

Langkah 2 : Hitung Kofaktor dari setiap elemen

Untuk membuatnya ringkas, berikut adalah hasil minor
dan kofaktor langsung :

Matriks Kofaktor
el Sl el S ol
=D |§ —11| (_1)4'|§ —11| (-1)° |§ §||
O B P I |
Hitung satu per satu :
€11 = (0)(=1) - (4)(2) = -8
Crz = —((D(-D - D)) =21
Ci3 = (1(2) = (0)(5) = 2
€1 =—(B)(-D - (D(@2) =5
Cro = (DD = B)AD) = =7
Cas = —((2(2) - (5)(3)) = 11
C31 = (3)(4) — (D(0) = 12
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32 = —((D@ - (VW) = -7
C33 = (2)(0) - ()1 =-3
Maka, Matriks Kofaktor yang diperoleh yaitu :

-8 21 2
5 =7 11
12 -7 =3

Langkah 3: Transpos Matriks Kofaktor — Matriks
Adjoint

-8 5 12
Adj (A) =121 -7 -7
2 11 -3
Langkah 4 : Hitung Invers
Gunakan rumus :
. L -8 5 12
-1 __ . ; — . — —_
A"l = . adj (A) = = |21 7 7
2 11 -3
Hasil Akhir : Matriks Invers A1
8 5 12 1
49 49 49
g |77
49 49 49
2 11 3
L 49 49 494

8.2.4 Kelebihan dan Kekurangan Metode Adjoint

Metode Adjoint adalah salah satu cara klasik dan
sistematis dalam menghitung invers suatu matriks.
Metode ini banyak diajarkan dalam pembelajaran aljabar
linear karena memberikan pemahaman mendalam
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tentang struktur internal matriks, terutama konsep
determinan, minor, dan kofaktor. Namun, metode Adjoint
memiliki kelebihan dan kekurangan yang perlu dipahami
agar penggunaannya dapat tepat sasaran.

Kelebihan Metode Adjoint

1.

Memberikan Pemahaman Konseptual yang
Mendalam

Dengan menggunakan metode ini, siswa atau
mahasiswa dapat memahami bagaimana kofaktor
dan determinan berperan dalam membentuk invers.
Hal ini sangat membantu dalam membangun logika
berpikir matematis secara menyeluruh.

Cocok untuk Matriks Berukuran Kecil

Metode ini cukup efisien untuk matriks dengan
ordo kecil, seperti 2x2 atau 3x3. Perhitungannya
masih bisa dilakukan secara manual dengan mudah
tanpa bantuan teknologi.

Metode yang Terstruktur dan Sistematis

Langkah-langkah dalam metode Adjoint sangat
jelas: mulai dari menghitung determinan, menyusun
kofaktor, transpose, hingga mengalikan dengan

detca) Hal ini membuatnya mudah dipelajari dan

diajarkan.
Tidak Bergantung pada Metode Eliminasi

Berbeda dengan metode Gauss-Jordan yang
memerlukan manipulasi baris, metode Adjoint
hanya melibatkan perhitungan determinan dan

157



158

transpose, sehingga lebih "statik" dan cocok untuk
keperluan teoretis.

Kekurangan Metode Adjoint

1.

Kurang Efisien untuk Matriks Berordo Besar
Saat matriks berukuran besar (misalnya 4x4 ke
atas), perhitungan minor dan kofaktor menjadi
sangat banyak dan rumit. Ini membuat metode
Adjoint tidak praktis untuk komputasi skala besar.
Rentan terhadap Kesalahan Hitung Manual
Karena banyaknya langkah dan perhitungan

determinan minor, kesalahan kecil seperti salah
tanda atau salah hitung bisa mengakibatkan hasil
invers yang keliru secara keseluruhan.

Bergantung pada Nilai Determinan
Jika determinan mendekati nol, meskipun
matriks secara teori memiliki invers, pembagian
dengan nilai kecil dapat menghasilkan kesalahan
besar dalam komputasi numerik.
Tidak Ideal untuk Penggunaan Komputasi
Dalam praktik komputasi modern (seperti
dalam pemrograman atau software numerik),
metode ini hampir tidak pernah digunakan karena
kurang efisien dibandingkan metode lain seperti
Gauss-Jordan.




8.3 Invers Matriks dengan Metode Eliminasi
Gauss-Jordan

8.3.1 Konsep Dasar Eliminasi Gauss-Jordan

Metode Eliminasi Gauss-Jordan merupakan salah
satu metode yang sering digunakan dalam
menyelesaikan sistem persamaan linear dan mencari
invers matriks. Metode ini merupakan pengembangan
dari metode Eliminasi Gauss, dengan penambahan
proses reduksi lebih lanjut hingga terbentuk matriks
identitas. Tujuan utama dari metode ini adalah
mengubah suatu matriks menjadi matriks identitas
melalui operasi baris elementer, sekaligus melakukan
transformasi yang sama pada matriks identitas untuk
memperoleh inversnya.

Dalam konteks mencari invers suatu matriks A
berordo nxn, metode Gauss-Jordan dilakukan dengan
menyusun matriks augmented (gabungan) berupa:

[A]1]

di mana A adalah matriks asli dan I adalah matriks
identitas yang memiliki ordo yang sama. Selanjutnya,
dilakukan operasi baris elementer untuk mengubah sisi
kiri (matriks A) menjadi matriks identitas. Jika proses
berhasil, maka sisi kanan dari matriks tersebut akan
berubah menjadi invers dari matriks A.

Tiga jenis operasi baris elementer yang diizinkan
dalam metode ini adalah:

1. Menukar dua baris (swap).

2. Mengalikan satu baris dengan konstanta tak nol.
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3. Menambahkan (atau mengurangkan) suatu
kelipatan dari satu baris ke baris lain.

Dengan operasi-operasi ini, setiap elemen di luar
diagonal utama di-nol-kan, dan elemen diagonal utama
dibuat menjadi 1. Proses ini berlanjut hingga matriks
diubah seluruhnya menjadi identitas. Sementara itu,
transformasi yang sama diterapkan pada matriks
identitas, yang akhirnya menjadi invers dari A.

Metode Gauss-Jordan sangat efisien untuk
komputasi dan dapat diterapkan pada matriks berukuran
besar karena bersifat algoritmik dan lebih cocok
diimplementasikan dalam program komputer. Metode ini
juga tidak memerlukan perhitungan determinan atau
kofaktor, sehingga cenderung lebih cepat dalam
praktiknya.

8.3.2 Langkah-Langkah Perhitungan Invers dengan
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Gauss-Jordan

Metode Eliminasi Gauss-Jordan menawarkan
pendekatan yang sistematis dan efisien untuk
menghitung invers matriks. Berbeda dengan metode
Adjoint yang bergantung pada determinan dan kofaktor,
metode ini hanya menggunakan operasi baris elementer
untuk mengubah suatu matriks menjadi bentuk identitas.
Proses ini dapat diterapkan secara manual maupun
menggunakan alat bantu komputasi. Berikut langkah-
langkah umum dalam menghitung invers matriks
menggunakan metode Gauss-Jordan:

1. Menyusun Matriks Gabungan (Augmented
Matrix)




Gabungkan matriks A dengan matriks identitas
I yang memiliki ordo yang sama. Bentuknya adalah:

[Al1]

Sebagai contoh, untuk matriks A berordo 3 x 3,
bentuk gabungannya adalah :

a1 a2 41311 0 O
az1 Az Az310 1 O
az; dzz ds33|10 0 1

Lakukan Operasi Baris Elementer

Gunakan tiga jenis operasi baris berikut untuk
mengubah sisi kiri (matriks A) menjadi matriks
identitas:

e  Menukar dua baris.
e  Mengalikan suatu baris dengan bilangan tak nol.

e  Menambahkan/mengurangkan kelipatan baris
lain ke suatu baris.

Setiap operasi yang dilakukan pada sisi kiri juga
harus diterapkan secara simultan pada sisi kanan
(matriks identitas) dari matriks gabungan.

Ubah Matriks AAA Menjadi Matriks Identitas

Lanjutkan operasi baris hingga sisi kiri dari
matriks gabungan berubah menjadi matriks
identitas. Proses ini disebut reduksi ke bentuk
eselon baris tereduksi (Reduced Row Echelon
Form/ RREF).
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4. Dapatkan Invers Matriks A
Setelah sisi kiri berubah menjadi matriks
identitas, maka sisi kanan dari matriks gabungan
akan menjadi invers dari matriks A. Hasil akhirnya
berupa:

[11A7]

8.3.3 Contoh Soal dan Penyelesaian
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Diketahui matriks:

2 1
= s
5 3
Tentukan invers dari matriks A menggunakan metode
Eliminasi Gauss-Jordan.

Langkah 1 : Buat Matriks Gabungan [A|]]

Gabungkan matriks A dengan matriks identitas I
berordo 2 :

lz 11 0]

5 3[0 1

Langkah 2 : Ubah Baris Pertama agar Elemen [1,1] = 1

Kali baris pertama dengan % :

1 0
Rl (_ERl =

W N
O NI

5 1

Langkah 3 : Eliminasi Elemen di bawah Pivot (Kolom 1,
Baris 2)

Eliminasi elemen 5 di baris kedua :




1
R, « R, —(5%xR;) =

Nl—= N

0

Langkah 4 : Ubah Elemen [2,2] menjadi 1
Kali baris kedua dengan 2 :

1 22 o0
R, < 2R, = 2
0

A

-5 2

Langkah 5: Eliminasi Elemen di Atas Pivot (Kolom 2,
Baris 1)

1 1 13 -1
R, « R, —(53xR,) > = (11471
1 1 (2 2) lo 1‘_5 2] [I ]

Hasil Akhir : Matriks Invers A1

ATl = [—35 _21]

Matriks di sisi kanan dari bentuk akhir menunjukkan
invers dari matriks A. Hasil ini dapat dicek kebenarannya
dengan mengalikan A XA™! , yang seharusnya
menghasilkan matriks identitas.

8.4 Perbandingan Metode Adjoint dan Gauss-
Jordan

8.4.1 Kelebihan dan Kekurangan Masing-masing Metode

Dalam menghitung invers matriks, baik metode
Adjoint maupun Eliminasi Gauss-Jordan, memiliki
kelebihan dan kekurangannya masing-masing. Pemilihan
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metode yang digunakan sebaiknya disesuaikan dengan
tujuan perhitungan, serta ukuran matriks.

1.

Berikut ini diberikan kelebihan dan kekurangan dari
kedua metode tersebut :

Metode Adjoint
Kelebihan:

a.

Dapat sekaligus digunakan untuk
memperkenalkan konsep penting sepefrti
determinan, minor, dan kofaktor.

b. Dapat diaplikasikan langsung untuk matriks
berordo kecil (missal 2x2 atau 3x3).

c.  Struktur langkahnya sangat sistematis dan mudah
diikuti.

Kekurangan:

a. Tidak efisien untuk matriks berordo besar karena
membutuhkan banyak perhitungan determinan
dan kofaktor.

b. Sangat rentan terhadap kesalahan hitung,
terutama saat menghitung minor atau tanda
kofaktor.

c. Jika determinan mendekati nol, hasil perhitungan
dapat sangat tidak akurat (secara numerik).

d. Kurang praktis dalam penerapan komputasi
karena kompleksitasnya tinggi.

Metode Eliminasi Gauss-Jordan

Kelebihan:

a. Efisien dan sangat cocok untuk matriks berukuran
besar.

b. Lebih cepat dan praktis saat diterapkan dalam
program computer atau kalkulator ilmiah.

c. Tidak membutuhkan perhitungan determinan

atau kofaktor.




d. Dapat digunakan untuk menyelesaikan sistem
persamaan linear sekaligus mencari invers dalam
proses yang sama.

Kekurangan:

a. Prosesnya dapat terlihat rumit karena melibatkan
banyak operasi baris elementer.

b. Dalam kasus tertentu, terutama bila ada pembagi
nol atau angka sangat kecil, proses perlu
disesuaikan untuk menghindari kesalahan.

c. Butuh ruang kerja lebih besar karena
menggunakan matriks Augmented (matriks
gabungan).

8.4.2 Kapan Menggunakan Metode Adjoint atau Gauss-
Jordan

Pemilihan metode dalam menghitung invers matriks

sangat bergantung pada konteks, ukuran matriks, serta
tujuan penggunaannya. Baik metode Adjoint maupun
Gauss-Jordan memiliki tempat dan peran masing-masing
dalam dunia matematika, pendidikan, dan aplikasi
komputasi. Berikut ini adalah panduan umum untuk
menentukan kapan sebaiknya masing-masing metode
digunakan:

Gunakan Metode Adjoint, jika:

1.

Ukuran Matriks Kecil (2x2 atau 3x3)

Perhitungan determinan dan kofaktor masih sederhana
dan mudah dilakukan secara manual.

Tujuan Pembelajaran Konseptual

Cocok untuk memahami struktur dasar dari matriks,
seperti minor, kofaktor, transpose, dan determinan.
Tidak Diperlukan Efisiensi Waktu Tinggi

Karena langkah-langkahnya panjang dan banyak,
metode ini kurang cocok untuk situasi yang
membutuhkan hasil cepat.
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4. Ingin Melatih Ketelitian dan Logika Matematika

Prosesnya yang teliti melatih kecermatan serta
pemahaman terhadap operasi-operasi dasar aljabar
matriks.

Gunakan Metode Gauss-Jordan, jika:

1. Ukuran Matriks Menengah hingga Besar
Metode ini jauh lebih efisien dan cepat dibanding
Adjoint untuk matriks 3x3 ke atas.

2. Menggunakan Bantuan Komputasi / Software
Cocok digunakan dalam pemrograman, spreadsheet,
atau kalkulator ilmiah karena operasinya berbasis
algoritma sederhana.

3. Mencari Solusi Sistem Persamaan Linear Sekaligus
Invers
Gauss-Jordan memungkinkan untuk menyelesaikan
sistem persamaan dan menemukan invers dalam satu
proses melalui matriks augmented.

4. Menghindari Perhitungan Determinan
Metode ini tidak memerlukan determinan sehingga
lebih aman dari kesalahan akibat determinan nol atau
mendekati nol.

Dalam mempelajari invers matriks, terdapat
berbagai metode yang dapat digunakan sesuai dengan
kebutuhan dan konteksnya. Dua metode yang telah
dibahas secara mendalam dalam materi ini adalah
metode Adjoint dan metode Eliminasi Gauss-Jordan.
Keduanya memiliki keunggulan dan kelemahan masing-
masing, baik dari sisi pemahaman konsep maupun
efisiensi perhitungan.

Metode Adjoint lebih menekankan pada aspek
teoritis dan sangat baik digunakan dalam proses




2.

pembelajaran untuk memahami struktur dasar matriks,
seperti determinan, minor, dan kofaktor. Sementara itu,
metode Gauss-Jordan lebih unggul dalam hal efisiensi
dan kecepatan perhitungan, terutama pada matriks
berukuran besar atau saat diterapkan dalam sistem
komputasi.

Dengan memahami langkah-langkah perhitungan,
syarat Kkeberadaan invers, serta kelebihan dan
kekurangan masing-masing metode, diharapkan
pembaca dapat lebih bijak dalam memilih metode yang
sesuai. Kemampuan untuk menentukan metode yang
tepat tidak hanya akan mempermudah proses
penyelesaian soal, tetapi juga memperkuat pemahaman
terhadap konsep aljabar matriks secara menyeluruh.

Latihan Soal:
1. Diberikan matriks sebagai berikut:
4 7
a. A= 5 6]
1 2 3
b. B=|0 1 4
5 6 0
Tentukan invers dari matriks A dan B menggunakan
metode Adjoint.
Tentukan invers dari matriks berikut dengan

menggunakan metode Gauss-Jordan

12
al.C—_3 4]
2 1 1
b. D=1 3 2
1 0 O
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3. Sebuah matriks E didefinisikan sebagai berikut:

2 -1 0
E=]-1 2 -1
0o -1 2

Tentukan invers matriks E dengan menggunakan metode
Gauss-Jordan. Bandingkan hasilnya jika diselesaikan
dengan menggunakan metode Adjoint.
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BAB 9

PENYELESAIAN SISTEM
PERSAMAAN LINIER DENGAN
DETERMINAN MATRIKS

Oleh Suprihatin

9.1 Pengertian Sistem Persamaan Linier (SPL)

Persamaan linier merupakan suatu persamaan yang
mempunyai variabel berpangkat satu dan dikenal sebagai
persamaan linier atau disebut sebagai persamaan berderajat
satu dan bila digambarkan dalam koordinat kartesius sebagai
garis lurus.

Sistem persamaan linier merupakan sebuah sistem dan

terdapat lebih dari satu persamaan linier.
Bentuk umum persamaan linier adalah y=mx+c
Dimana :

y : titik koordinat berdasarkan sumbu y

m : gradien garis ( kemiringan garis)

x : titik kordinat berdasarkan sumbu x

c : konstanta
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9.2 Jenis- jenis dari Sistem Persamaan linier
Persamaan linier terdapat beberapa jenis :
1. Sistem Persamaan Linier Satu Variabel

Persamaan linier adalah sebuah kalimat terbuka yang
melibatkan variabel dengan derajat satu dan dihubungkan ”
sama dengan“ (=). Persamaan linier satu variabel adalah
persamaan yang hanya memiliki satu variabel.

Persamaan linier satu Variabel bentuk umumnya :
ax +b =0

dimana: adanb konstanta yang merupakan bilangan bulat
dan bukan nol.

Contoh:
1. x+3=10 maka x=10-3=7
2. 2(4x-(x+3))=2x+6
Untuk menentukan harga x :
2(4x-(x+3))=2x+6
8x -2x-6 =12x+6
4x =12
x =3
2. Sistem Persamaan Linier dengan Dua Variabel

Sistem Persamaan Linier dua variabel adalah
sekumpulan dua persamaan linier yang melibatkan dua
variabel dan memiliki satu penyelesaian .
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Persamaan Linier Dua variabel dapat dituliskan sebagai
berikut :

ax+by=c

dimana :a, b merupakan bilangan bulat bukan nol dan c
adalah konstanta.

3. Sistem Persamaan Linier Tiga variabel

Sistem Persamaan linier dengan tiga variabel adalah
serangkaian persamaan yang melibatkan tiga variabel,
umumnya dinyatakan sebagai x, y dan z.

Bentuk Umum dari Sistem Persamaan Linier ini dapat
dituliskan sebagai berikut :

ax+by+cz=d

dimana: a, b dan c adalah bilangan bulat bukan nol dengan
d merupakan konstanta.

9.3 Metode Penyelesaian Sistem Persamaan Linier

Untuk penyelesaian dari sistem persamaan linier
terdapat beberapa metode yang bisa digunakan antara lain :

a. Metode substitusi

Metode substitusi dimulai dengan menyatakan salah satu
variabel dalam sistem dua variabel persamaan linier sebagai
fungsi dari variabel lainnya.

Contoh :
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Selesaikan sistem persamaan linier berikut

X+ 4y=6

X +2y =4

Pembahasan :
x+4y=6 P X=6-4Y e (D
X4 2V =4 et (2)

Substitusi pers (1) ke (2)
(6-4y) +2y =4

-2y = -2
y =1
Gantikan nilaiy ke pers (1)
Xx=6-4y
Xx=6-4.1=2

b. Metode Eliminasi

Metode eliminasi adalah suatu teknik yang digunakan
untuk menentukan nilai pengganti suatu variabel dengan cara
menghilangkan variabel lainnya.

Contoh:
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4x+2y =6 x1| —» 4x+2y =6

x-2y =-1 x4 4x-8y=-4
-6y=2
y=-1/3
Gantikan nilai y ke persamaan

4x+2y=6

4x+ 2.(-1/3) =6
4x -2/3 =6
4x =6+2/3
x =5/3

c. Metode Grafik

Penyelesaian Sistem persamaan linier dengan
menggambarkan persamaan linier dan mencari perpotongan
dari kedua garis yang terjadi dari persamaan linier tersebut.

d. Determinan Matriks

Salah satu metode untuk menyelesaikan sistem
persamaan linier adalah dengan menggunakan Determinan
Matriks.

Penyelesaian Sistem Persamaan Linier dengan
menggunakan Determinan Matriks maka sistem persamaan
linier tersebut disusun dalam bentuk matriks sehingga bisa
menentukan nilai dari determinan Matriks tersebut.

Persamaan Linier dua variabel :
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atx +b1y=c1

ax+by=c2

dari persamaan linier tersebut dapat dibentuklah sebuah

matriks

Dari matriks tersebut dihitung nilai determinan

a; by
D : det(A) 4 = aibz -b1 a2
a, bj
C
Dx :‘ ! ! = c1bz -b1 2
¢, b,
a, ¢
Dy = = aicz2 - C1 az
4 G
Maka : x = = dan y=%
Contoh :

1. Gunakan Metode Determinan  Matriks
menyelesaikan sistem persamaan linier
2x-3y=5 dan x+2y=-3

untuk
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Penyelesaian :

Sistem Persamaan Linier :
3x-2y= 6
X+ y = 4

Dibentuk menjadi determinan Matriks

3 =2
D = L1 =(3)(1)-(2)(M)=>5
6 —2
Dx = 41 ‘—(6)(1)-(-2)(4)—14
| 3 6‘ _ ) _
Dy = L 4 =(3)(4)-(6)(1)=-6

2. Gunakan Metode Determinan Matriks untuk
menyelesaian sistem persamaan linier
2y=x+10 dan 3x+18=2y

Penyelesaian :
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Sistem Persamaan linier :
2y =x+10
3x+18 =2y

Persamaan tersebut bisa juga ditulis menjadi

x-2y=-10
3x-2y=-18
Determinan :
1 -2
D= o (M) -3)(-2) =4
3 -2
100 =2 | o o -
Di=|_1g _5 (10)(2)-(-18)(-2)=-16
|1 -10 PP
A =I(1)( 18) - (3)(-10) = 12
D _ D
Nilai : x=—=="2%-_4 ,yzgyzﬁzg
Soal :

Tentukan penyelesaian sistem persamaan linier
menggunakan determinan Matriks

1. 2y-3x = -4 dan 2x+y=5
2. X-y=3 dan 2x+3y=4
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3. x=4+%y dan 2/3 x+1/2y=4
4, 3x=2+5y dan 3y+7x=12
5. 2x-3y=-6 dan 4y-5x=1

Persamaan Linier tiga variabel :

Penyelesaian sistem persamaan linier menggunakan
determinan  matriks dilakukan = dengan menentukan
koefisien = matriks dari persamaan tersebut. Sehingga
didapatkan empat nilai determinan yang perlu dihitung yaitu

1) Dibentuk D yakni determinan matriks yang dibentuk
oleh koefisien persamaan linier

2) Dxyakni determinnan matriks dimana koefisien x diganti
dengan konstanta

3) Dy yaknideterminnan matriks dimana koefisien y diganti
dengan konstanta

4) Dz yaknideterminnan matriks dimana koefisien z diganti
dengan konstanta

Dengan menghitung keempat nilai determinan ini, sehingga
dapat menyelesaikan persamaan linier dengan lebih mudah.

Bentuk umum sistem persamaan linier :
aix + b1y +ciz = da
azx + b2y +c2z = dz

azx + bzy +c3z = ds

diperoleh nilai determinan :
|
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1 P G
Dx = 2 s C
d; by ¢

a 4 G
Dy=1a d, ¢
a; d; ¢

Dy = a1d2C3+ d1C233 +c1a2d3 - C1dza3— a1C2d3- d132C3

a; by dy
DZ = az b2 d2
az bz dj
Dz = a1b2 d3 + b1d2 asz + d1az b3 - d1 dz a3 — a1 dz b3 - b1 d? d3

| o}
o | ©
(w}

Sehingga nilai x = DX

Contoh soal :
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1. Gunakan metode Determinan matriks untuk
menyelesaian Sistem Persamaan Linier

2x-3y+2z=-3
X +2y+z =2
2x-y+3z =1

Penyelesaian :

Determinan Matriks :

-3 2 -3 21 2 -3
D=1 2 1 |= |1 2 1} 1 2
-1 3 -1 31 2 -1

D=(2)(2)(3) + (-3)(1)(2) + ()M (-1 - (2)(2)(2) -
(-DM(2) - A(M)(-3)

D=7
3 -3 2 3 -3 2 5-—3 _3
Dx= |2 2 1 [=|2 2 1}{ 2 2
1 -1 3 1 -1 3 i1 -1

Dx =(-3)(2)(3) + (-3)(M(D) + (2)(2)(-1) - (M(A)(2) -
CDME3) - (3)(2)(-3)
Dx = - 14

e




-3 2 -3 2 2 -3
Dy= 1 2 1 =1 2 1 1 2
-1 3 2 -1 3 2 -1

Dy =(2)(2)3) +(-3)(M(2) + (Q)M(-1) - (2)(2)(2) -
(-DM(2) - A(1)(-3)

Dy =7
2 -3 =3 2 -3 -3 2 =3
z=| 1 2 2 F 1 2 2 1 2
2 -1 1 2 -1 1 2 -1

Dz =(2)(2)(1) + (-3)(2)(2) + (-3)(D(-1) - (2)(2)(-3) -
(-1D(2)(2) - (M1)(-3)
D.= 14

Sehingga nilai :

2. Gunakan metode Determinan matriks untuk menyelesaian
Persamaan Linier

X+2y=-2+2
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x-y =2z-1
X+y = z+3
Penyelesaian :
Persamaan linier dibentuk menjadi :
X+2y+z=2
X-y-2z=-1

X+y-z= 3

Bentuk Determinan Matriks

D=[ 1 -1 -2 1 -1 —21 1 -1

1 2 12‘12 101 2
1 1 -1 1 1 -1'1 1

D=M(1DD +(2)(-2)(1) + (D)D) - (D)D) -
(D2)(M) - (DM)(2) =3

2 2 1y 2 2

2 2 1
Dx=| -1 -1 =-2|=] -1 -1 =2} -1 -1
3 1 -1 3 1 —-1' 3 1

Dx=(2)(-D(-1) + (2)(-2)(3) +(D(-D(1) - A)(-D(D) -
(D-2)(2) - (DEDER)= -6

1 2 1‘;12

1 2 1
Dy=|1 -1 -2|94 1 -1 -2} 1 -1
1 3 -1 1 3 -1' 1 3
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Dy =MD +(2) (-2(1) + (DDE) - DEDA) -
(3)(-2)(1) - (-DM(2) =9

1 2 2 1 2 21 1 2
D=1 -1 —-1|=| 1 -1 -1{ 1 -1
1 1 3 1 1 31 1 1

Dz = (1)(-1)(3) +(2)(-D(1) +(2) (1) (1) - (D(-1)(2) -
(MED) -B)M)(2) =-6

Jadi nilai :
X:&:_—éz-z ; y:&:gzg dan
D 3 D 3
Zz&z_—f’:-z
D 3
Soal :

Tentukan Penyelesaian Sistem Persamaan Linier dengan
menggunakan metode Determinan

1. 2x+2y+3z=4
-Xx+y+3z=1
2x+y+2z=-3

2. 2x-2y-z=3
3x+y+2z=7
2x+3y+4z=8

3. 2x-3y=-3-2z
X+2y =2-z
2x-y =1-3z

4. 3x+y =-27+6
2X +4y = 3z+4
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X-2y =-z2+3

5. x+3y+z=-1
2x+y+2z=3
2x-y+3z=8
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BAB 10

PENYELESAIAN SISTEM
PERSAMAAN LINIER (SPL)
DENGAN INVERS MATRIKS

Oleh Fajriana

10.1 Pendahuluan

Sistem persamaan Linier (SPL) merupakan salah satu
materi pembelajaran yang sangat mendasar dalam mata
kuliah Aljabar Linier. SPL biasanya digunakan untuk
memodelkan dan menyelesaiakn berbaagai persoalan nyata.
Contoh yang sangat sederhana adalah perhitungan arus listrik
dalam rangakaian, optimasi produksi, distribusi sumber daya,
pengolahan citra dan lain -lain.

Solusi atau penyelesaian dalam sistem persamaan linier
salah satunya adalah dengan metode invers Matriks.
Pendekatan dengan metode ini biasanya untuk sistem
persamaan linier yang ukuran lebih kecil dan sederhana.

10.2 Sistem Persamaan Linier

Sistem Persamaan Linier adalah suatu sistem yang terdiri
atas dua atau lebih persamaan linier yang saling berkaitan,
dimana setiap persamaan memiliki variabel-variabel yang
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sama. Maksud dari kata linier adalah pangkat dari variavel
dalam persamaan linier ini sama dengan 1.

Secara umum persamaan linier dapat diutiskan adalah

sebagai berikut:

aq1X1 + a2x,; + a13x3 +

alel + azzxz + a23x3 + °*

A31X1 + AzpXy + Azzxz + -

aj1x1 +appx, + ajgzxs + -

Am1X1 + QpaXy + Apzxz +

ot QX = by

-+ aann = bz

+ a3nxn = b3

+ AinXn = bi

ot AmpXn = by

Sistem persamaan linier simultan sering disebut sebagai
sistem persamaan linier non-homogen. Sistem persamaan
Linier similtan non-homogen dapat dibentuk dalam bentuk

matrik adalah

[ 11 aip ais

aln T 'xl' [ bl i
Aan || X2 b,
Q3n X3 b3
Ain X bi
Amnd X0l |p |
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Atau dapat dituliskan dalam bentuk, AX = B

Dimana,
A = matriks koefisien persamaan linier simultan
X = matriks kolom bilangan x
B = matriks kolom sisi sebelah kanan tanda
Dengan,
[ a11 alz a13 aln
azq (05Y) ass Azn
a3z; 4z dzz Qszn
A=
a1 a a;s Ain
Ldm1 Am2  Gms Amn
"xl“ [ bl i
Xy b,
x3 b3
X=1: dan B=|:
x.
i bi
[ x,, ]
n Lb,, ]

Jika AX = B, dikedua ruas dikalikan dengan A~1, maka
A TAX = A'B
Karena A~'A = I, maka

X=A"'B
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X117 [Qu1 iz M3 o Qg [ D1]
Xy aq az, azs e Qop b2
X3 az1 Q3 4zz ... 0Qzp b;
Xi i1 Az Az A b;

L Xp LAm1 Am2 Am3z " Omnd b, ]

Perlu diperhatikan bahwa suatu matriks memiliki invers
jika dan hanya jika det (A) # 0

10.3 Metode Invers Matriks

Jika A matriks berukuran nxn dan B matrik kolom
berukuran nx1 serta X matriks kolom berukuran nx1 yang
tidak diketahui, maka persamaan matriks adalah AX = B.
Matriks kolom X dapat dicari dengan menggunakan salah satu
metode penyelesaian yaitu metode invers matriks.

Teorema 1:

Jika A adalah invertible matriks nxn, maka untuk setiap nx1
matriks B, sistem persamaan AX = B memiliki hanya satu
solusi yaitu X = A™1B.

10.3.1 Langkah-Langkah Penyelesaian Sistem
Persamaan Linier dengan Invers Matriks

Adapuan langkah langkah dalam penyelesaian sistem
persamaan linier adalah sebagai berikut :

Langkah pertama |: | mengubah SPL menjadi sebuah
matriks yang diperbesar

Langkah kedua : | mencari A~ dengan menggunakan
metode Adjoint
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Langkah ketiga : | mendapatkan solusi SPL dengan
menggunakan rumus X = A™'B

Langkah keempat | : | Membuat kesimpulan

10.3.2 Metode Adjoint Matriks

Ada beberapa definisi dan teorema dalam menyelesaikan
menggunakan metode Adjoint adalah sebagai berikut(M. Eka
K Putra, 2017):

Definisi 1.

Jika matriks A berukuran nxn, maka transpos dari matriks
A dinyatakan dengan A7, didefinisikan sebagai matriks nxn
yang didapatkan dengan mempertukarkan baris-baris dan
kolom-kolom dari 4 ; sehingga kolom pertama dari A”adalah
baris pertama dari 4, kolom kedua dari AT adalah baris kedua
dari 4, dan seterusnya (M. Eka K Putra, 2017); (Anton 2004).

Definisi 2.

Misalkan A adalah matriks bujursangkar. Fungsi determinan
dinotasikan dengan det (A) atau |A| sebagai jumlah dari
semua hasil kali elementer bertanda dari A. Angka det (A)
disebut determinan dari A (M. Eka K Putra, 2017); (Anton
2004).

Definisi 3.
Misalkan Anxn:[aij] , maka minor dari a;; , yang

dilambangkan oleh M;;, adalah determinan dari submatriks

j
yang diperoleh dengan cara membuang semua entri pada

baris ke- i dan semua entri pada kolom ke- j. Sedangkan
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kofaktor dari a;jyang dilambangkan oleh adalah C;; adalah
(—1)"*/M;; (M. Eka K Putra, 2017);(Imrona, M, 2012).

Teorema 2.
Determinan dari matriks A, nxn dapat dihitung dengan
mengalikan entri-entri pada sebarang baris (atau kolom)
dengan kofaktor-kofaktornya dan menjumlahkan hasilkali-
hasilkali yang diperoleh; dimana untuk setiap 1 < i <n dan
1<j<n
1. Ekspansi kofaktor sepanjang baris i i:
det(A) = a;1 €y + a2 Ciz + -+ + a4, Cipy
2. Ekspansi kofaktor sepanjang kolom j:
det(A) = alelj + a; CZ] + -+ Anpj Cn]

Teorema 3.
Jika adalah suatu matriks bujursangkar dengan dua baris atau
dua kolom yang proporsional, maka det(4) = 0.

Definisi 4.
Jika A adalah matriks nxn sebarang dan C;; adalah kofaktor
dari a;j, maka matriks

Ci1 Gz Cip
Cor Gy v Cop
Chr Cuz = G

disebut matriks kofaktor dari A. Transpos dari matriks ini
disebut adjoin dari A dan dinyatakan sebagai adj(4).
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Teorema 4.
Jika adalah suatu matriks yang dapat dibalik, maka

A"l = ! adj(A)
det (4) “9

Contoh 1:

Tentukan penyelesaian dari sistem persamaan linier berikut :
3x+5y—7=0
4x -3y —19=0

Penyelesaian :

Langkah 1;

Tulis persamaan dalam bentuk a.x + b;y = c, sehingga
persamaan dari soal adalah

3x+5y=7
4x — 3y =19
Langkah 2 ;
Ubah SPL menjadi matriks yang diperbesar :
(i _53) (;) - (179)
Langkah 3 ;

Mencari invers matriks dari (i _53) adalah

3 5
4 =3

i _53) = 29

» Determinan dari matrik 4 = ( ) adalah

det(A) = det(
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» Cofaktor dari elemen dapat menggunakan rumus
Definisi 3 :
Adj (A) = (-1 M;
Maka Cofaktor dari Matiks A adalah

€1y = (D)™ (=3) = =3
Cio = (D" (4) =4
Cy1 = (_1)2+1 (5)=-5
C2 = (-1)**?(3) =3

Sehingga

Cofaktor dari elemen 3 adalah +(—3)
Cofaktor dari elemen 5 adalah —(4)
Cofaktor dari elemen 4 adalah —(5)
Cofaktor dari elemen -3 adalah (3)

Sehingga Matriks Cofaktor adalah (:g _34)
Maka untuk Adj (A) adalah dengan menggunakan

Definisi 4.
Adj(A) = (€T

aj =22 3 = )

» Mencarid™1:
1

_1_ . .
A" = det(A)Ad] (A) sehingga
1 -3 -5
_1:
=50 )
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Langkah 4 ;
Dapattkan Solusi SPL,

1 /=3(7) 4 (=5)(19)
(x) N ——29<<—4)(7> + (3)(19))

Langkah 5;

Menarik kesimpulan. Dengan melihat elemen yang sesuai dan
seletak

x=4dany = -1
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Contoh 2 :
Dapatkan solusi dari spl berikut
x+y+z—4=0
2x—3y+4z—-33=0
3x—-2y—2z—-2=0
Penyelesaian:
Langkah 1:

Tulis persamaan ke dalam bentuk a.x + by +cz=4d,,
sehingga persamaan dari soal adalah:

x+y+z=4
2x — 3y +4z =33
3x—2y—2z=2
Langkah 2:

Ubah persamaan spl menjadi matriks persamaan adalah:
1 1 1\ /x 4
HEIERE
3 -2 =2/\z 2

Langkah 3:

Mencari Invers matriks

1 1 1
Misalkan A = (2 -3 4 > Mencari A= = —— Ajd (A),

3 -3 —2 " det (4)
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maka

» Mendapatkan det(A) yaitu dengan menggunakan
metode ekspansi baris:

det(4)

35

» Mendapatkan

menggunakan rumus Definisi 3 :

Maka Cofaktor dari Matiks 4 adalah

€y = (=DM
Ci2 = (_1)1+2
Ci3 = (=DM
Co1 = (_1)2+1
Co2 = (_1)2+2
Cp3 = (1)?*°
(3 = (—1)3+1
C3z = (—1)°*2
C33 = (_1)3+3

Sehingga matriks Cofaktor adalah ( 0

-3
-2
2

3
2

3
1
-2

1

3
1

2

-3 4 2 4 2 =3
5 S-S+l 5
1(14) — 1(—16) + 1(5)

Cofaktor dari elemen  dapat

Adj (4) = (-D"™ My

4 _
Sl =14
4 _
_y =16
-3 _
-2 =5
1_
l=0
1 [
21 5
1_
-2 =5
1 _
4 =7
1 [ J—
o =2
1
gl=-5
14 16 5
-5 5)
7 =2 =5

Maka untuk Adj (A) adalah dengan menggunakan
Definisi 4, yaitu Adj (A) = (C;)) "
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14 16 5\ /14 0 7
Adj(A)=<O -5 5) =<16 -5 —2)

7 =2 =5 5 5 =5
-1
» Mendapatkan A o (A) Ajd (A)
1 /14 0 7
ATl = 35 (16 -5 —2)
5 5 =5
Langkah 4 :
Dapattkan Solusi SPL,
X=A"'B

sl 3 Y

. 14(4) + 0(33) + 7(2)
= 32| 16(4) + (=5)(33) + (-2)(2)
5(4) + 5(33) + (=5)(2)

= is( 105)
175

35
-105

35
175

35
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Langkah 5;
Menarik kesimpulan, dengan melihat elemen yang sesuai

sehingga
x=2,y=-3danz =5nm

Soal :

Rangkaian arus searah terdiri dari tiga loop tertutup.
Penerapan hukum Kirchhoff pada loop tertutup menghasilkan
persamaan berikut untuk aliran arus miliampere:

21, + 31, — 4l = 26
11 - 512 - 313 = _87

Dengan menggunakan Invers Matriks untuk mendapatkan
I, I, dan I
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BAB 11

PENYELESAIAN SISTEM
PERSAMAAN LINEAR (SPL)
DENGAN METODE GAUSS DAN
GAUSS JORDAN

Oleh Ida Kurnia Waliyanti

11.1 Sistem Persamaan Linear

Persamaan linear adalah persamaan yang memuat satu
atau lebih variabel yang hanya memperkenankan adanya
operasi perkalian dengan bilangan riil dan penjumlahan antar
suku, atau dengan kata lain, persamaan linear merupakan
kalimat matematika yang dihubungkan dengan tanda “sama
dengan”, yang melibatkan satu atau lebih varibel dengan
derajat maksimal satu. Sebagai contoh 5x — y = 2danx; +
2x, — 3x3 = —4 merupakan persamaan linear dengan dua
dan tiga variabel. Berikut ini dituliskan bentuk umum
persamaan linear dua variabel:

dengan x dan y adalah dua varibel berbeda, a dan b
koefisian tak nol, serta ¢ adalah konstanta. Persamaan ini
dapat digambarkan pada system koordinat dua dimensi.
Selanjutnya untuk persamaan dengan tiga variabel dapat
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digambarkan pada system koordinat tiga dimensi, dan
dinyatakan secara umum sebagai berikut:

AX + DY + CZ = Ao (2)

dengan x, y, dan z adalah tiga varibel berbeda, a, b, dan ¢
koefisian tak nol, serta d adalah konstanta.

Secara umum persamaan linear dengan n-variabel dapat
dituliskan dalam bentuk berikut:

dengan x; sebagai variabel ke-i dan a; adalah koefisien
ke-i, serta b adalah konstanta.

Contoh:

Berdasarkan bentuk umum persamaan linear baik (1), (2),
maupun (3) menunjukkan bahwa persamaan linear tidak
melibatkan perkalian atau akar variabel-variabelnya.
Semua variabel hanya muncul pada pangkat pertama
(derajat satu) dan tidak muncul sebagai pernyataan
trigonometri, logaritma, atau eksponensial. Berikut ini
adalah contoh persamaan linear:

5 —y =2 X1 + 2x, — 3x3
= —4
2
X1 +x, + x3++x, =0 §x—3y+22
=3

Selanjutnya disajikan contoh persamaan yang bukan
merupakan persamaan linear, antara lain:

5x2 —y = 2 VX + 2x, — 3x3 = —4
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Sekumpulan berhingga persamaan linear disebut dengan
sistem persamaan linear (SPL). Apabila persamaan linear
yang terbentuk dalam system mempunyai variabel dua maka
disebut system persamaan linear dengan dua variabel
(SPLDV), jika tiga variabel maka disebut system persamaan
linear dengan tiga variabel (SPLTV) dan seterusnya sampai
untuk n-variabel. Perhatian system persamaan (4) berikut:

3x — 2y = 4
X+ 3Y = S (4)

merupakan SPLDV dengan dua persamaan dan variabel x
dan y. Perhatikan juga system persamaan (5) berikut:

X —y+z=6

merupakan SPLTV yang terdiri dari dua persamaan dan
tiga variabel x, y, dan z. Selanjutnya secara umum, system
persamaan linear dengan n-variabel dan m-persamaan, dapat
dituliskan sebagai berikut:

a11x1 + a12x2 +...+ alnxn = bl
alel + azzxz +...+ aann = bz
Am1X1 + QX + .o+ QpnXn = by

Permasalahan yang muncul dalam suatu system
persamaan linear adalah bagaimana mencari solusinya. Solusi
SPL adalah nilai pengganti bagi variabel yang tidak diketahui
atau dapat dituliskan sebagai

X1 = kl’ Xy = kz, y Xn = le'
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sehingga masing-masing persamaan bernilai benar.
Sebagai contoh solusi untuk pernyataan (4) adalah

x=2 dan y=1
Sedangkan solusi untuk pernyataan (5) adalah
x; =3, x,=-2,danxz =1.

Penyelesaian tersebut dapat juga dituliskan sebagai
pasangan bilangan berurut, yaitu (2,1) dan (3,-2,1),
berturut-turut merupakan solusi bagi pernyataan (4) dan (5).
Sehingga solusi untuk SPL dengan n-variabel dapat juga
dituliskan sebagai pasangan berurutan n-tupel bilangan, yaitu

(kg ko oK)

Apakah setiap system persamaan linear mempunyai
solusi. Dapat diperhatikan terlebih dahulu sebagai motivasi
awal, yaitu pada system persamaan linear dua variabel
(SPLDV). Pada SPLDV, jelas bahwa system tersebut memuat
persamaan-persamaan linear dua variabel, artinya ini juga
merupakan persamaan garis lurus di dimensi dua. Jika
digambarkan pada diagram koortesius dimensi dua, dua atau
lebih garis lurus mempunyai 3 kemungkinan posisi, yaitu:

A /

7/
7/
/7
/

N K
L)

sejajar berpotonga berimpit

Kondisi geometri ini mempengaruhi solusi pada SPL.
Titik temu atau irisan titik-titik yang beririsan merupakan
solusi dari SPL tersebut. Apabila dalam suatu system
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persamaan linear, semua garis sejajar, maka system
persamaan linear tersebut tidak mempunyai solusi. Jika
semua garis berpotongan di satu titik yang sama, maka system
persamaan linear tersebut mempunyai tepat satu solusi yaitu
pada titik potongnya, sehingga untuk system yang semua
garisnya berimpit, karena setiap titik pada garis tersebut
berpotongan pada setiap titik yang dilaluinya, yang artinya
system persamaan linear mempunyai banyak solusi. Dengan
demikian dapat disimpulkan bahwa jika persamaan-
persamaan yang ada dalam suatu system itu konsisten, maka
system persamaan linear mempunyai solusi, namun jika
persamaan-persamaannya tidak konsisten maka SPL tidak
mempunyai solusi.

Contoh: Sistem Persamaan Linear Tanpa Solusi
x+y=2
x+y=5

Lakukan eliminasi x dengan mengurangkan persamaan
pertama dengan persamaan kedua, diperoleh:

x+y=2
0=-3

Terjadi kontradiksi antar dua persamaan, sehingga tidak bisa
ditemukan nilai x dan y yang memenuhi SPL tersebut. Dengan
demikian SPL tidak mempunyai solusi. Apabila digambarkan
pada diagram koordinat kedua garis sejajar.
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Contoh: Sistem Persamaan Linear Tepat Satu Solusi
x+y=3
2x—y =3

Lakukan eliminasi y dengan menjumlahkan kedua
persamaan, diperoleh

x+y=3
3x=6

Dari persamaan 3x =6, diperoleh x =2 . Dengan
menggunakan persamaan x +y = 3 didapatkan y = 1. Jadi
solusi SPL adalah (2,1). Apabila digambarkan dalam sistem
koordinat kedua garis berpotongan pada suatu titik yaitu
(2,1).

Contoh: Sistem Persamaan Linear Dengan Banyak Solusi
x+y=3
—2x —2y =—6

Lakukan eliminasi dengan menjumlahkan persamaan kedua
dengan -2 kali persamaan pertama akan diperoleh

x+y=3
0=0

Nampak bahwa persamaan kedua tidak memberikan makna
apapun dalam system persamaan linear yang terbentuk,
sehingga apabila digambarkan pada system koordinat kedua
garis berimpit, artinya mempunyai banyak solusi. Solusi-
solusi tersebut antara lain (0,3), (3,0), (1,2), (2,1), dan masih
banyak yang lainnya.
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Banyak metode atau cara untuk  mencari
solusi/penyelesaiaan suatu system persamaan linear. Pada
BAB ini akan dibahas secara khusus penyelesaian SPL dengan
Metode Eliminasi Gauss dan Eliminasi Gauss-Jordan.

11.2 Metode Eliminasi Gauss

11.2.1 Matrik Augment (Matriks Diperbesar)

Penyelesaian sistem persamaan linear (SPL) dengan
metode eliminasi Gauss diperkenalkan pertama kali oleh Carl
Friedrich Gauss saat memprediksi orbit asteroid Ceres dari
data yang terbatas, yang terjadi pada tahun 1801. Perhitungan
tersebut akhirnya dikenal dengan Meode Eliminasi Gauss.
Penyelesaian suatu SPL dengan metode eliminasi Gauss dapat
dilakukan dengan merepresentasikan suatu SPL pada bentuk
matriks. Perlu diketahui bahwa setiap SPL dapat
direpresentasikan dalam bentuk matriks. Perhatikan SPL
pada pernyataan (5) dapat direpresentasikan dalam bentuk
matriks sebagai berikut:

3P

6
8] ................................. (7)
dimana [é _11 ﬂ merupakan kumpulan semua

koefisien pada SPL dan disebut matriks koefisien
X

(dilambangkan A), [yl merupakan matriks kolom yang berisi
z

semua variabel pada SPL (dilambangkan X), dan [g]

merupakan matriks kolom yang berisi semua konstanta atau
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hasil pada SPL (dilambangkan B), sehingga diperoleh AX = B.
Selanjutnya, untuk mencari solusi suatu SPL dengan
menggunakan metode eliminasi Gauss, perlu dibentuk
matriks eugment atau matriks diperbesar yang merupakan
gabungan dari matriks koefisien dengan matriks
hasil/konstanta, sehingga matriks diperbesar pada
pernyataan (7) adalah:

[—116
3

Secara umum sesuai pernyataan (6), diperoleh matriks
koefisien:

a1 dgo A1n

a1 Az arn
A = :

Am1 Amz2 " Qmn

matriks variabel dan matriks hasil/konstanta berturut-

turut:
X1 b,
X b

sehingga matriks diperbesarnya adalah:

;1 Q2 - Qin by
Az Az ** Qzn by
Am1 Amz2  ° Omn bm

Setelah mendapatkan matriks diperbesar, akan
dilakukan manipulasi aljabar yang mana tidak mengubah
makna atau kondisi sebenarnya pada system tersebut atau
ekuivalen. Manipulasi aljabar ini dikenal dengan reduksi
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baris/kolom atau operasi baris/kolom elementer. Pada
metode eliminasi Gauss, reduksi/operasi baris/kolom
elementer berakhir sampai berubahnya matriks koefisien
menjadi matriks segitiga atas, yaitu matriks dengan semua
elemen di bawah diagonal utama Dbernilai nol.
Operasi/manipulasi aljabar yang diperkenankan pada
tahapan reduksi antara lain:

1. mengalikan suatu baris dengan sebarang skalar tak nol,
hal ini bisa dilakukan karena setiap persamaan linear
apabila dikalikan dengan skalar tak nol tidak mengubah
arti atau ekuivalen atau masih konsisten,

2. menukar baris/kolom dengan baris/kolom lainnya, hal
ini bisa dilakukan karena pada suatu system persamaan
linear tidak memperhatikan urutan masing-masing
persamaan linearnya,

3. menjumlahkan hasil kali scalar suatu baris/kolom ke
baris/kolom lainnya, hal ini bisa dilakukan karena
persamaan yang terbentuk tetap konsisten dan tidak
mengubah arti.

Agar lebih memudahkan dalam memahami konsep
metode eliminasi Gauss, berikut disajikan contoh tahapan
reduksi pada metode eliminasi Gauss dengan operasi baris
elementer.
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Contoh:
Diberikan suatu system persamaan linear berikut:
X+2y—z = 2
2x—3y+z= -1
3x+y—2z =-1

1 2 -1 2

[2 -3 1 —1]

31 -2 -1
Selanjutnya dilakukan reduksi/operasi baris pada matriks
diperbesar.
Tambahkan hasil kali -2 dengan baris pertama ke baris kedua dan
tambahkan hasil kali -3 dengan baris pertama ke baris ketiga,

diperoleh:
1 2 -1 2
[0 5 _5]

0 -5 1 -7
Tambahkan hasil kali _75 dengan baris kedua ke baris ketiga,

Matriks diperbesar

diperoleh:
1 2 -1 2
0 -7 3 =5
o 0o -2 L
7 24
Kalikan baris ketiga dengan -7 dan baris kedua dengan -7,
diperoleh:
1 2 -1 2
3 5
0 0 1 3
Selanjutnya dengan mensubtitusi varibelnya akan diperoleh
z=3
3__5
Y=7# =3
xX+2y—z=2

Dengan mensubtitusi nilai z = 3 pada persamaan 2 dan 3, akan
diperoleh y = 2 dan x = 1. ]adi solusinya adalah (1,2,3).
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11.2.2 Tahapan Metode Eliminasi Gauss

Berdasarkan contoh dan penjelasan sebelumnya, bahwa
penyelesaiaan suatu SPL dengan metode eliminasi Gauss
diperlukan manipulasi atau operasi aljabar yang bertujuan
membawa matriks diperbesar menjadi bentuk matriks yang
lebih sederhana atau dikenal dengan membawa ke dalam
bentuk eselon baris/kolom tereduksi. Dari penjelasan
tersebut, diperoleh bahwa matriks diperbesar menjadi bentuk
eselon baris/kolom tereduksi jika mempunyai ciri-ciri sebagai
berikut:

1. jika suatu baris mempunyai elemen nol semua, maka
diletakkan pada baris paling akhir,

2. entri tak nol pertama dari kiri adalah 1 dan disebut satu
utama (pivot),

3. untuk baris diberikutnya, letak satu utama berada lebih
ke kanan dari baris sebelumnya.

Berikut ini disajikan contoh-contoh matriks berbentuk eselon
baris

éi_jl?] [10—11]_
7 7 ) )
0 0 1 3 01 1 2
1 2 0 0

01—1—1];3?]

0 0 0 O

Proses menghasilkan bentuk eselon baris disebut dengan
eliminasi Gauss, sedangkan kelanjutannya untuk mencari
solusi SPL disebut eliminasi Gauss-Jordan yang akan
dijelaskan pada sub bab berikut.
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11.3 Metode Eliminasi Gauss-Jordan

11.3.1 Pengenalan Metode Gauss-Jordan

Metode eliminasi Gauss sebagai penyelesaian sistem
persamaan linear (SPL) disempurnakan oleh Wilhelm Jordan,
dengan melanjutkan proses reduksi sehingga didapatkan
eselon baris terduksi atau lebih sederhananya menemukan
bentuk matriks identitas pada matriks koefisien dari matriks
diperbesar bagi suatu system persamaan linear. Sehingga
terdapat perbedaan yang sangat menyolok, yaitu pada metode
eliminasi Gauss diperlukan subtitusi yang lebih kompleks
sementara pada eliminasi Gauss-Jordan tidak diperlukan
subtitusi.

11.3.2 Langkah Penyelesaian SPL dengan Metode Gauss-
Jordan

Untuk memahami algoritma atau langkah-langkah
metode eliminasi, akan disajikan tahapan eliminasi sebagai
berikut:

1. bentuk matriks augment atau matriks diperbesar
Ubah sistem persamaan linear menjadi bentuk matriks
augment/diperbesar. Setiap persamaan menjadi satu
baris pada matriks, dan koefisien variabel serta
konstanta menjadi elemen-elemen dalam matriks.

2. tentukan elemen satu utama atau pivot untuk baris

pertama
a. Pilih elemen pertama pada baris pertama sebagai
pivot.

b. Bagiseluruh elemen pada baris tersebut dengan nilai
pivot agar elemen pivot menjadi 1.
3. eliminasi elemen di bawah pivot
Lakukan operasi baris elementer untuk membuat semua
elemen di bawah pivot menjadi 0. Caranya adalah dengan
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menambahkan kelipatan baris yang mengandung pivot
ke baris-baris dibawahnya
4. eliminasi elemen di atas pivot
Langkah ini merupakan adalah langkah tambahan dalam
metode Gauss-Jordan. Setelah semua elemen di bawah
pivot menjadi 0, lakukan operasi baris elementer untuk
membuat semua elemen di atas pivot menjadi 0
5. Ulangilangkah 2-4 untuk baris berikutnya
Pilih elemen pivot berikutnya (elemen pertama yang
tidak nol pada baris berikutnya) dan ulangi langkah 2-4
hingga semua baris telah diproses.
6. normalisasi setiap baris
Pastikan setiap elemen pivot bernilai 1 dengan membagi
seluruh elemen pada baris tersebut dengan nilai elemen
pivot
Setelah semua langkah di atas selesai, matriks akan
berada dalam bentuk eselon baris tereduksi. Pada bentuk ini,
setiap variabel akan memiliki koefisien 1 dan semua elemen
lain pada kolom yang sama akan bernilai 0. Solusi dari sistem
persamaan linear dapat langsung dibaca dari matriks ini.
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Contoh:

Diberikan system persamaan linear seperti pada Contoh 11.2.1,
yang mana diperoleh matriks eselon barisnya

1 2 -1 2
0 -7 3 -5
0 O 1 3

Pada metode eliminasi Gauss-Jordan, masih dilakukan reduksi
sampai ditemukan matriks koefisiennya sebagai matrik identitas.

Tambahkan -3 kali baris ketiga pada baris kedua,
1 2 -1 2
0o -7 0 -14
0 0 1 3

Kalikan baris kedua dengan -7,

1 2 -1 2
01 0 2
00 1 3

Tambahkan baris ketiga ke baris pertama,

1 2 0 5
01 0 2
0 0 1 3

Tambahkan -2 kali baris kedua pada baris pertama,

1 0 0 1
01 0 2
0 0 1 3
Selanjutnya dengan mensubtitusi varibelnya akan diperoleh
x=1; y=2; z=3
Jadi solusi untuk SPL tersebut adalah (1,2,3).
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Kasus di atas berlaku jika jumlah persamaan sama
dengan jumlah vaiabel dan system persamaan mempunya
tepat satu solusi. Bagaimana untuk SPL yang tidak mempunyai
solusi atau solusi banyak atau dengan jumlah persamaan yang
tidak sama dengan jumlah variabel?

Untuk itu perlu dilakukan perumuman kasus
penyelesaian system persamaan linear. Pada dasarnya
perumuman tersebut tetap sama, yaitu mengacu pada operasi
baris elementer dengan memperkenankan tiga manipulasi
aljabar seperti dijelaskan pada subbab sebelumnya.
Menentukan satu utama pada masing-masing baris tak nol
(baris elemennya tidak semuanya nol), atau sampai
ditemukannya matriks identitas pada salah satu partisi
matriks. Perhatikan contoh berikut:
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Contoh 11.3.2
Diberikan system persamaan linear
2x1 +2x5, +3x3 =0
—2x1 +5x, +2x3 =1

8x1 +x2 +4X3 =-1

2 2 3 0
-2 5 2 1
1 4

8 -1

Matriks diperbesar:

Kalikan baris pertama dengan > [

kali baris pertama dan jumlahkan
baris ketiga dengan -8 baris
pertama

Jumlahkan baris kedua dengan 2 [1 1

Jumlahkan baris ketiga dengan
baris kedua

D= RN
I
R
—
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Kalikan baris kedua dengan > 1 1 1 0
0 1 2 2
7 7

0 0 0 O

Jumlahkan baris pertama dengan 1.0 2 -
minus baris kedua 0o 1 * 1t
7 7

0 0 0 0.

Diperoleh penyelesaian

X3

N -
NS

4 1
Xy +=X3 ==X =
2 T-oX3 =7 2
x+3x—1—>x—13x
1775~ 77 1= 777773

Dengan demikian diperoleh banyak Solusi tergantung nilai
x3 . Jika x3 disimbulkan dengan suatu parameter
katakanlah s, makas diperoleh solusi:

Dari contoh nampak ciri untuk suatu SPL mempunyai
banyak solusi, terdapat baris nol atau baris yang semua
elemennya nol (0). Selanjutnya akan dilihat bagaimana ciri
suatu SPL yang tidak mempunyai solusi. Perhatikan contoh
berikut:
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Contoh:
Diberikan system persamaan linear
—2x, +3x3 =1
3x; + 6x, —3x3 = —2

6x1 +6x2 + 3x3 = 5

0 -2 3 1
3 6 -3 -2

Matriks diperbesar:

6 6 3 5
Tukarkan baris pertama dengan 3 6 -3 -2
baris kedua 0 -2 3 1
6 6 3 5
Tukarkan baris pertama dengan [3 6 =3 =2
baris kedua 0 -2 3 1
6 6 3 5
Jumlahkan baris ketiga dengan -2 [3 6 —3 =2
kali baris pertama 0 -2 3 1
0 -6 9 9
Kalikan baris pertama dengan skalar
1
3 1 2 -1 -;
Kalikan baris kedua dengan skalar -2 0 1 _; _%
3 3
Kalikan baris ketiga dengan skalar -2 01 5 3
Tambahkan minus baris dua ke baris 12 -1 2
ketiga 0o 1 2
2 2
0O 0 0 -1

SPL tersebut tidak mempunyai solusi.
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Dari contoh ditemukan ciri suatu SPL yang tidak
mempunyai solusi, yaitu ditunjukkan dengan adanya baris
yang tidak konsisten atau suatu baris yang mana representasi
untuk matriks koefisienya bernilai nol, namun bagian
hasil/konstantanya bernilai tak nol (0).

11.4 Soal Latihan

Tentukan solusi dari system persamaan linear berikut dengan
metode eliminasi Gauss-Jordan

1.

x+y—z=1
3x—y+z=0
x—3y+3z=-2

xX—y+2z—w=-1
2x+y—2z—2w=-2
—x+2y—4z+w=1
3x — 3w =-3

X1 +3x; —x3+x5=1

2x1 + 6x5 — 5x3 — 2x4 + 4x5 — 3xg = —1
5x3 + 10x, + 15x4, =5

2xq1 + 6x, +8x4 + 4x5 + 18x5 = 6

2xq +3x, +4x3 + x4 = 62
—4x, +x, + 6x3 +2x, =9
5x; +9x, + 13x3 — x4, = 179
4x, + 3x5 + 2x3 — 2x4 = 67

le - 5x2 - 15x3 - 3x4 = —-34
—le + 2x2 + 6X3 + X4 - 12
xl_x2_3x3+ X4_:8

219



DAFTAR PUSTAKA

Andrilli, S. and Hecker, D., 2023, Elementary Linear Algebra,
Sixth Edition, Elsevier, Academin Press, USA.

Anton, H., Rorres, C., dan Kaul, A., 2019, Elementary Linear
Algebra: Application Version, 12t Edition, Wiley, United
States of America.

Lorson, R. 2016. Elementary Linear Algebra, 8% edision,
Cengage, Australia.

Wijayanti, 1., E & Sutjijana, A, 2012, Aljabar Linear Elementer,
Bahan Ajar: Jurusan Matematika, FMIPA, Universitas
Gadjah Mada.

220



BIODATA PENULIS

Ir. Abdul Azis, S.T., M.T.
Dosen Program Studi Teknik Elektro
Fakultas Teknik dan Informatika
Universitas PGRI Palembang

Penulis lahir di Palembang pada 17 Juli 1974. Penulis
menyelesaikan pendidikan D3, S1, dan S2 di Universitas
Sriwijaya, serta Pendidikan Profesi Insinyur di Universitas
Katolik Indonesia Atma Jaya. Sejak tahun 2000, Penulis
menjadi dosen di Program Studi Teknik Elektro Fakultas
Teknik dan Informatika Universitas PGRI Palembang,
mengampu berbagai mata kuliah di bidang ketenagalistrikan.
Penulis aktif dalam penelitian dan pengabdian masyarakat,
khususnya di bidang Sistem Tenaga Listrik, Energi
Terbarukan, dan Teknologi Terapan, serta telah menerima
berbagai hibah penelitian dan melaksanakan program
pengabdian di berbagai sekolah. Selain itu, Penulis juga
menulis di jurnal ilmiah.

221



BIODATA PENULIS

Putri Anugrah Cahya Dewi, M.Pd.
Dosen Program Studi Sistem Informasi
Fakultas Teknologi Informasi dan Desain
Universitas Primakara

Penulis lahir di Timor-Timur tanggal 28 Agustus 1994.
Penulis asli Bali ini adalah dosen tetap pada Program Studi
Sistem  Informasi  Universitas  Primakara.  Penulis
menyelesaikan studi S1 dan S2 bidang Pendidikan
Matematika di Universitas Pendidikan Ganesha. Jabatan
fungsional terakhirnya adalah Lektor. Penulis turut aktif
dalam melakukan publikasi ilmiah pada jurnal terakreditasi
nasional dengan fokus penelitian pada bidang pendidikan
matematika. Selain sebagai dosen tetap, penulis juga menjabat
sebagai Wakil Rektor III Bidang Kemahasiswaan dan Alumni
Universitas Primakara.

222



BIODATA PENULIS

Hasniati, S.Si., M.Si.
Dosen Program Studi Teknik Informatika
STMIK KHARISMA Makassar

Penulis merupakan lulusan dari program studi S1 dan S2
Matematika Universitas Hasanuddin. Setelah menyelesaikan
studi S1 pada tahun 2009, penulis menjadi tenaga pengajar di
STMIK KHARISMA Makassar. Penulis telah mempublikasikan
lebih dari 20 artikel ilmiah baik nasional maupun
internasional. Penulis mulai menekuni bidang menulis pada
Tahun 2023. Buku Chapter ini adalah buku kelima yang
penulis tekuni. Saat ini penulis menjabat sebagai kepala pusat
penelitian dan pengabdian kepada masyarakat di STMIK
KHARISMA Makassar.

223



BIODATA PENULIS

Sutiyono

Dosen Fakultas Teknik Prodi Teknik Mesin
Universitas Pembangunan Nasional “Veteran” Jawa Timur

Penulis lahir di Surabaya tanggal 13 Juli 1960. Penulis
hingga saat ini menjadi dosen tetap Fakultas Teknik prodi
Teknik Mesin Universitas Pembangunan Nasional “Veteran”
Jawa Timur. Alhamdulillah Penulis menyelesaikan pendidikan
S1 pada tahun 1986 di jurusan Teknik Kimia Universitas
Pembangunan Nasional “Veteran” Jawa Timur kemudian
melanjutkan S2 pada Jurusan Teknik Kimia Universitas
Gadjah Mada Yogjakarta lulus tahun 1995. Sampai saat ini
Penulis menjadi pengurus Badan Pembina Olahraga
Mahasiswa Indonesia (Bapomi) Jawa Timur periode 2023-
2027. Semoga materi yang penulis berhasil selesaikan
menjadi buku ini dapat bermanfaat.

224



BIODATA PENULIS

Moh. Nafis Husen Romadani, S.Pd., Gr.
Junior Web Developer and Math Tutor

Penulis lahir di Pamekasan pada tanggal 30 November
2000. Merupakan lulusan Program Studi Pendidikan
Matematika di Universitas Madura pada tahun 2023. Setelah
menyelesaikan studi sarjana, penulis mendapatkan
kesempatan untuk mengikuti Program Pendidikan Profesi
Guru (PPG) Prajabatan di Universitas Katolik Widya Mandala
Surabaya (UKWMS) pada tahun 2024. Saat ini, penulis aktif
sebagai freelancer di bidang les privat Matematika serta
tengah  mengembangkan  keterampilan di  bidang
pemrograman.

225



BIODATA PENULIS

Evi Sunarti Antu, S.T., M.T..
Dosen Fakultas Teknik
Universitas Ichsan Gorontalo

Penulis lahir di Padang tanggal 29 Desember 1983.
Penulis adalah dosen tetap pada Fakultas Teknik, Universitas
Ichsan Gorontalo. Penulis menyelesaikan pendidikan terakhir
pada Program Studi Teknik Fisika Institut Teknologi Sepuluh
November Surabaya.

226



BIODATA PENULIS

Nining Puji Lestari, M.Pd.
Dosen Program Studi Pendidikan Matematika
Fakultas Tarbiyah IAIN Fattahul Muluk Papua

Penulis lahir di Keerom, 29 November 1988. Penulis
adalah dosen Pendidikan Matematika pada Fakultas Tarbiyah,
[AIN Fattahul Muluk Papua. Menyelesaikan pendidikan S1
Pendidikan Matematika di Universitas Cenderawasih (2007-
2012) dan melanjutkan S2 Pendidikan Matematika di
Universitas Negeri Surabaya (2015-2017). Memiliki
ketertarikan yang besar dalam bidang matematika, khususnya
dalam pengembangan media pembelajaran dan penulisan
bahan materi ajar. Dengan pengalaman dalam mengajar dan
menyusun materi pendidikan, penulis berharap karya ini
dapat menjadi salah satu referensi yang bermanfaat dalam
memahami konsep invers matriks secara menyeluruh. Untuk
korespondensi, dapat  dihubungi  melalui  email:
lestaning1129988@gmail.com.

227


mailto:lestaning1129988@gmail.com

BIODATA PENULIS

Ir. Suprihatin, MT
Dosen Program Studi Teknik Kimia
Fakultas Teknik & Sains,
Universitas Pembangunan Nasional “Veteran” Jawa Timur

Penulis lahir di Surabaya tanggal 8 Mei 1963. Penulis
adalah dosen tetap pada Program Studi Teknik Kimia ,
Fakultas Teknik & Sains, Universitas Pembangunan Nasional
“Veteran” Jawa Timur. Menyelesaikan pendidikan S1 pada
Jurusan Teknik Kimia dan melanjutkan S2 pada Jurusan
Teknik Kimia. Penulis menekuni bidang Menulis.
Perpindahan Panas, Kalkulus, Fermentasi

228



BIODATA PENULIS

Dr. Fajriana, S.Si., M.Si

Dosen Pendidikan Matematika
Fakultas Keguruan dan Ilmu Pendidikan, serta
Teknik Informatika Fakultas Teknik
Universitas Malikussaleh

Penulis lahir di Lhokseumawe tanggal 20 Juli 1976.
Penulis adalah dosen pada Program Studi Pendidikan
Matematika Fakultas Keguruan dan Ilmu Pendidikan, dan
Teknik  Informatika Fakultas Teknik, Universitas
Malikussaleh. Menyelesaikan pendidikan S1 pada Program
Studi Matematika Fakultas Matematika dan [lmu Pengetahuan
Alam Universitas Syiah Kuala, dan melanjutkan S2 serta S3
pada Program Studi Matematika Fakultas Matematika dan
[lmu Pengetahuan Alam Universitas Sumatera Utara.

229



BIODATA PENULIS

Dr. Ida Kurnia Waliyanti, S.Si., M.Sc.
Dosen Program Studi Pendidikan Matematika
Fakultas Keguruan dan Ilmu Pendidikan Universitas Khairun

Penulis lahir di Magetan tanggal 11 Februaril981.
Penulis adalah dosen tetap pada Program Studi Pendidikan
Matematika Fakultas Keguruan dan Ilmu Pendidikan,
Universitas Khairun. Menyelesaikan pendidikan S1 pada
Jurusan Matematika FMIPA Universitas Brawijaya (2003),
melanjutkan S2 Matematika FMIPA UGM (2011) dan S3
Matematika FMIPA Universitas Gadjah Mada (2022). Penulis
menekuni bidang aljabar, khususnya teori modul.

230



