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BAB 1
PERSAMAAN LINEAR DAN FUNGSI
LINEAR SERTA GRAFIKNYA

Oleh Nazariah

1.1 Persamaan Linear

Persamaan atau identitas adalah suatu pernyataan yang
memuat ungkapan “sama dengan” dan diberi notasi “=" tetapi tidak
memuat variabel. Dalam artian, Persamaan merupakan kalimat
matematika terbuka yang memuat tanda “=" (Wagiyo, 2008).
Kalimat matematika terbuka adalah suatu pernyataan yang
memuat variable (berubah) yang nilainya belum jelas atau belum
bisa ditentukan (Nuharini, 2008). Dalam menyelesaikan suatu
persamaan harus dicari suatu bilangan sehingga persamaan
tersebut menjadi nilai atau proporsi yang tepat. Jika bilangan
tersebut menghasilkan proporsi yang benar maka himpunan
penyelesaian diperoleh.

Persamaan linear merupakan suatu persamaan di mana
pangkat variabelnya yaitu satu. Adapun bentuk umum dari
persamaan linear, seperti:

ax+b=ca%#0,abcER

Sekarang, perhatikan beberapa persamaan berikut:
(1)2x+3=9
(2)4-5x=14
(3)x2+5x=-6

Persamaan (1) dan (2) masih satu jenis, sedangkan
persamaan (3) jenis yang lain. Pada persamaan (1) dan (2)
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pangkat tertinggi pada variabel x adalah 1, sedangkan pada
persamaan (3) pangkat tertinggi pada variabel x adalah 2.
Persamaan (1) dan (2) dinamakan persamaan linear,
sedangkan persamaan (3) persamaan bukan linear.

Pada persamaan (1) di atas bentuknya dapat disajikan
seperti bentuk umum, yaitu dengan cara sebagai berikut:

2x+3=9 ekuivalen dengan
2x+3-9=9-9  ekuivalen dengan
2x-6=0

Bentuk terakhir ini sama dengan bentuk umum, di mana
A=2danB=-6.

Pada persamaan (2) di atas bentuknya dapat disajikan
seperti bentuk umum juga, yaitu dengan cara sebagai berikut:

4-5x=14 ekuivalen dengan
4 -5x-14 =14 - 14 ekuivalen dengan
4-14-5x=0 ekuivalen dengan
-10-5x=0 ekuivalen dengan
-5x-10=0

Bentuk terakhir ini sama dengan bentuk umum, di mana
A=-5dan B =-10.

Menyelesaikan suatu persamaan berarti mencari suatu
bilangan yang apabila disubstitusikan ke variabel pada
persamaan itu, persamaan itu berubah menjadi kalimat
tertutup yang mempunyai nilai kebenaran “benar”. Banyak cara
mencari bilangan yang cocok itu, mulai dari mencoba-coba
sampai dengan mengikuti algoritma dan memanfaatkan sifat-
sifat operasi aljabar. Salah satu cara menentukan penyelesaian
suatu persamaan akan ditunjukkan melalui contoh soal berikut.
Tentukan himpunan penyelesaian (Hp) dari masalah-masalah
berikut:



Contoh 1:
Tentukan 3x + 8 = 35:
Penyelesaian:
3x+8=35
3x+8-8=35-8
3x =27
3x 27
3 3
x=9
Jika hasil ini (x = 9) kita substitusikan ke persamaan
3x + 8 = 35 maka diperoleh kesamaan 3x 9 + 8 = 35
Contoh 2:
Tentukan 6 - 4x = 34
Penyelesaian:
6-4x =34
6-4x-6=34-6
-4x =28
—4x 28
-4 -4
x=-7
Jika hasil ini (x = -7) kita substitusikan ke persamaan 6
- 4x = 34 maka diperoleh kesamaan 6 - (4 x (-7)) = 38.
Contoh 3:
Tentukan 2(x-2) +3(x+1) =3x+ 1!
Penyelesaian:
Jumlah dua bilangan berutan adalah 25 tentukanlah bilangan
tersebut!
2(x-2)+3(x+1)=3x+1
2x-4+3x+3=3x+1

5x-1=3x+1
2x=2

x=1
Hp = {1}



Jika hasil ini (x = 1) kita substitusikan ke persamaan 2(x - 2) +
3(x+ 1) = 3x + 1 maka diperoleh kesamaan 2(1-2) + 3(1 + 1) =
3()+1

Contoh 4:

Misalkan bilangan pertama adalah n. Jadi bilangan ke dua adalah ...
Penyelesaian:

(n+1)

n+(n+1)=25

(n+n)+1=25

2n+1=25

2n =24

n=12

Dengan demikian bilangan-bilangan itu adalah 12 dan 13. Hp =
{12, 13}

1.2 Fungsi Linear

Fungsi adalah hubungan antara dua buah variabel atau
lebih. Masing-masing dari dua buah variabel atau lebih tersebut
saling pengaruh mempengaruhi (Assauri, 2004). Salah satu konsep
dalam matematika yang paling penting adalah konsep fungsi.
Dengan konsep fungsi, para matematikawan maupun para ahli di
bidang yang lain dengan jelas dapat mengetahui apakah suatu
struktur identik dengan struktur yang lain. Dan hampir semua
cabang matematika menggunakan konsep fungsi dalam
pengembangannya. Fungsi linear dan fungsi kuadrat merupakan
salah satu fungsi yang banyak digunakan dalam kehidupan. Banyak
masalah sehari-hari menjadi lebih mudah diselesaikan dengan
menggunakan konsep fungsi linear dan fungsi kuadrat. Diharapkan
mahasiswa dapat menerapkan konsep fungsi baik fungsi linear
maupun fungsi kuadrat dalam berbagai permasalahan sehari-hari
dan berbagai bidang pengembangan ilmu yang lain.

Fungsi Linear atau Fungsi garis lurus adalah suatu fungsi
yang variabel bebas (independent variable)nya paling tinggi
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berpangkat satu (Assauri, 2004). Fungsi linear merupakan salah

satu fungsi yang sederhana dalam matematika. Banyak aplikasi

dari fungsi linear ini, seperti hubungan antara ketinggian pesawat

dan suhu udara, hubungan penawaran dengan ketersediaan

barang, serta hubungan antara jarak dan waktu tempuh. Dalam

kegiatan belajar ini, fungsi linear dinyatakan sebagai berikut.
f(x)=mx+a,

Dikatakan linear karena grafiknya berupa garis. Grafik dari
fungsi ini dapat anda gambar dengan menentukan dua nilai c yang
berbeda serta menentukan pasangan titik salah satunya dengan
jalan membuat tabelnya. Fungsi linear adalah suatu fungsi yang
variabelnya berpangkat satu atau suatu fungsi yang grafiknya
merupakan garis lurus. Oleh karena itu fungsi linier sering disebut
dengan persamaan garis lurus (pgl) dengan bentuk umumnya sbb:

f:x - mx+catau
f(x) = mx + catau
y=mx+c

m adalah gradien / kemiringan / kecondongan dan c adalah
konstanta.
Contoh 1:

Tentukan rumus untuk fungsi linear f jika diberikan
pasangan nilai seperti tabel berikut.

X F(x)
-1 -1
2 8

Penyelesaian:

Karena fungsi linear, dia dapat dinyatakan sebagai f(x) = mx
+ a. Oleh karena itu, Anda akan memperoleh dua persamaan.
(D=m.(-1)+a ...(1)
8=m.l+a (2)
Jika persamaan (2) Anda kurangi dengan persamaan (1), akan
Anda peroleh persamaan 9 = m. 3, yang memberikan penyelesaian
m = 3. Anda substitusi nilai ini ke persamaan (2) maka Anda
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peroleh persamaan 8 = 3.2 + a, yang memberikan penyelesaian a =
2.]Jadi, rumus untuk f sebagai berikut:
f(x) =3x+2.

Variabel pada fungsi linear dan juga pada fungsi-fungsi lain
tidak harus berupa simbol x, tetapi dapat berupa simbol yang lain,
seperti t, z, dan w. Khusus untuk variabel t, variabel ini biasanya
digunakan sebagai simbol dari waktu.

Contoh 2 :
Hubungan antara waktu dan jarak yang ditempuh suatu

kendaraan merupakan fungsi linear g. Lalu, diberikan pasangan

nilai seperti tabel berikut.

T (dalam menit) | g(t)
5 200
10 400

Tentukan rumus hubungan waktu dan jarak tempuh
kendaraan tersebut.
Penyelesaian

Seperti pada Contoh 1.1, karena g fungsi linear, dia dapat
dinyatakan sebagai g(t) = mt + a. Oleh karena itu, Anda peroleh dua
persamaan.
200=m.5+a
400=m.10 +a

Dapat Anda periksa bahwa penyelesaian bersama dari
persamaan di atas adalah g(t) = 40t. Jadi, hubungan waktu dan
jarak tempuh kendaraan adalah g(t) = 40t. Pada fungsi linear
bentuk, jika f(x) dinyatakan sebagai y, yaitu y = mx + a. Persamaan
terakhir ini disebut sebagai persamaan garis.

Contoh 3:
Tentukan persamaan garis melalui titik (1,1) dan (2,0).
Tentukan grafiknya.

6



Penyelesaian
Persamaan garis sebagai y = mx + a. Anda akan peroleh dua
persamaan berikut.
l1=ml+a
0=m.2+a.
Penyelesaian bersama dua persamaan tersebut adalah m = -
1 dan a = 2. Jadi, persamaan garis yang diminta adalah y = -m + 2.
Grafik persamaan garis diperoleh dengan menghubungkan titik-
titik yang dilaluinya seperti gambar berikut ini.

v-

1.3 Grafik Linear

Langkah-langkah melukis grafik fungsi linier

1. Tentukan titik potong dengan sumbu x, y
koordinat A( x1, 0)

2. Tentukan titik potong dengan sumbu y, x = 0 diperoleh
koordinat B( 0, y1)

3. Hubungkan dua titik A dan B sehingga terbentuk garis
lurus

0 diperoleh

Persamaan linier juga dapat ditulis ditulis dengan simbol y
= ax + b (ini untuk memudahkan kita dalam memahami gambar)
Jika b bernilai positif : fungsi linier digambarkan garis dari kiri
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bawah ke kanan atas
Jika b bernilai negatif : fungsi linier digambarkan garis dari kiri atas
ke kanan bawah Jika b bernilai nol : digambarkan garis yg sejajar
dengan sumbu datar x.

A

»
|

v

Kemiringan positif Kemiringan negatif
Kemiringan 0 Kemiringan 0
Contoh 4 :
Grafik Fungsi f(x) =x+y=5x€ Radalah...

Jawab:

Kita pilih beberapa harga x,
x=1,makay=5-x=5-1=4dan diperoleh titik (1,4).
x=2,makay=5-x=5-2=3dan diperoleh titik (2,3)
x=3,makay=5-x=5-3=2dan diperoleh tititk (3,2)
x=4,makay=5-.x=5-4=1dan diperoleh titik (4,1)



Untuk menggambar grafik fungsi x + y = 5, kita dapat
membuat garis melalui titik-titik itu. Sehingga diperoleg grafik
sebagai berikut:

Y 4
~
4
3
2
1 : (4.1)
Q I 2 3 4 Koy Xty=3

Anda perhatikan berbagai macam grafik dari suatu
persamaan garis berikut ini.

Perhatikan gambar tersebut. Gambar itu mempunyai
berbagai kemiringan terhadap sumbu x. Jadi, garis yang
mempunyai kemiringan disebut sebagai gradien. Anda lihat bahwa
yang menentukan gradien adalah nilai dari variabel m. Anda
tentunya bertanya bagaimana cara menentukan gradien garis. Jika
Anda perhatikan sekali lagi gradien garis yang dilihat relatif sumbu
X, terutama untuk garis dengan persamaan y = 2 atau ditulis
sebagai y = 0.x + 2, Anda dapat menduganya bahwa gradien garis
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dapat ditentukan dengan perbandingan panjang segmen garis pada
sumbu y dengan panjang segmen garis pada sumbu x dari dua titik
tertentu. Dugaan Anda memang benar. Jadi, jika Anda mempunyai
dua titik (x1, y1) dan (xz, y2), Gradie garis dapat anda rumuskan
sebagai berikut.
Y=Y}
m=

Anda lihat bahwa pada Contoh 3, m = -1. Nilai ini dapat
Anda peroleh dari rumus gradien garis berikut.
0-1

2-1

~

Perhatikan sekali lagi garis serta persamaannya. Anda akan
melihat bahwa garis-garis tersebut memotong sumbu y pada satu
titik. Coba Anda kaitkan kenyataan ini dengan masing-masing
persamaannya. Apa yang dapat Anda simpulkan? Jadi, perpotongan
garis.

m=

dengan sumbu y merupakan nilai dari variabel a. Pada
gambar di atas, a = 2 yang disebut sebagai intersep-y. Gambar
berikut ini akan memberikan ilustrasi secara jelas tentang
kemiringan suatu garis.
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Contoh 5:
Gambarlah suatu garis yang mempunyai gradien m = 3 dan
intersep-y adalah (-3).
Penyelesaian
Persamaan garis yang dimaksud adalah y = 3x - 3. Untuk
menggambarnya, Anda tentukan dua titik yang dilaluinya seperti
berikut.
x=1-2>y=0
x=2-y=3.

Jadi, dua titik yang dilaluinya adalah (1,0) dan (2,3). Oleh
karena itu, Anda peroleh gambar seperti berikut ini.

) (]
i 1 3 | 0 / 3 ] $ 5 ¢ ] -

Anda dapat memeriksa kembali bahwa gradien garis
tersebut adalah:

m=-= -

Yo=Yy _3-0_
2-1

Sama dengan gradien yang diketahui, yaitu m = 3.
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Contoh 6:
Gambarlah suatu garis yang melalui titik (2,3) dan

mempunyai gradien é
Penyelesaian
Misalnya, persamaan garis yang dimaksud adalah y = mx +

a. Karena garis mempunyai gradien %, persamaan garis menjadi
v = %x + a. Berikutnya garis melalui (2,3). Maka itu, Anda peroleh
persamaan 3 = é .2 + a. Oleh karena itu, a = 2. Jadi, persamaan

garis yang melalui (2,3) dan mempunyai gradien é adalah Gambar

. 1 L
garis y = —x + 2. seperti berikut ini.

A

/; 3 2 m () | 2 3 4 5 6 o

Karena grafik setiap fungsi linear adalah garis, mungkin
Anda menduga bahwa setiap garis adalah fungsi linear. Dugaan ini
tidak benar karena garis vertikal tidak merupakan grafik dari
fungsi linear untuk y = f(x). Sebagai contoh, grafik dari persamaan x
= 2 adalah garis, tetapi dia bukan merupakan fungsi sehingga dia
bukan merupakan fungsi linear. Anda ingat bahwa suatu fungsi
mengaitkan satu nilai x tepat dengan satu nilai y, sedangkan
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persamaan x = 2 satu nilai x mengaitkan tak hingga nilai y. Lebih
jelasnya, perhatikan gambar berikut ini.

L 3

)

Persamaan x = 2 dapat ditulis sebagai persamaan x - 2 = 0.
Demikian juga persamaan garis y = mx + a dapat ditulis sebagai mx
-y +a=0.Dua persamaan X - 2 = 0 dan mx - y + a = 0 disebut
sebagai persamaan linear.

Secara umum, persamaan linear dinyatakan sebagai Ax + Bu
+ C=0yang A dan B tidak keduanya nol. Jika B # 0, persamaan Ax
+ Bu + C = 0 dapat Anda nyatakan sebagai fungsi linear, yaitu

A C
\’:_x—.—
BB

=mXx +a,

di mana m = —% dan a = —%.
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Contoh 7:
Diberikan persamaan linear 2x + 3y - 2 = 0. Tentukan
gradien, intersep y, dan gambarlah grafiknya!

Penyelesaian
Dengan menggunakan rumus sebelumnya, diperoleh gradien
m = —:% = —% dan intersep y adalah m = —g = % Grafiknya

terlihat pada gémbar berikut ini.

14



DAFTAR PUSTAKA

Assauri, S. 2004. Matematika Ekonomi. Jakarta: PT Raja Grafindo.

Nuharini, D. 2008. Matematika Konsep dan Aplikasi 1 untuk Kelas
VIl SMP. Jakarta: Pusat Perbukuan DEPDIKNAS.

Wagiyo. 2008. Pegangan Belajar Matematika 1. Jakarta: Pusat
Perbukuan DEPDIKNAS.

15



16



BAB 2
SISTEM PERSAMAAN LINEAR
DENGAN DUA ATAU TIGA PEUBAH

Oleh Zainal Azis

Pada bab ini kita akan membahas dan mendalami materi
sistem persamaan linear dua peubah dan tiga peubah yang sudah
pernah dipelajari di sekolah menengah. Cara menemukan
himpunan penyelesaian atau solusi dari sistem persamaan linear
yang sering kita jumpai antara lain metode substitusi, metode
eliminasi, metode gabungan (eliminasi dan substitusi), metode
grafik, dan metode cramer. Mari kita perhatikan uraian materi-
materi berikut ini.

2.1 Sistem Persamaan Linear

Persamaan linear adalah persamaan yang variabelnya
memiliki derajat maksimum satu. Suatu persamaan linear dengan n
peubah  x,, ¥5,....,x, dapat dinyatakan dalam bentuk
a,x; + a,x, + ...+ a,x, =b, dimana a,,a, ....,a,dan b
adalah konstanta-konstanta real.

Penyelesaian atau solusi dari persamaan linear

a,x,; + a,x, + ...+ a,x, =b adalah urutan dari n bilangan
Sys Sa4 ..., 5, sehingga persamaan tersebut akan tepat jika
Xy = S5),X; = Sy X, =5, {5, 55, ..., 5,} selanjutnya kita
sebut himpunan penyelesaian dari persamaan linear.

Bila ada beberapa persamaan linear, kumpulan persamaan

itu disebut sebagai sistem persamaan linear. Menurut (Wikipedia,
2021) menyatakan bahwa : ”sistem persamaan linear adalah
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sekumpulan persamaan linear yang terdiri dari beberapa variabel”.

Sistem persamaan linear dengan 7 peubah dan m persamaan
linear dapat dituliskan sebagai berikut:

ayyxy + aypxy + o+ ay,x, = by
Agy X+ Ay xy + -+ ay,x, = b,
ﬂmlxl + amfxf + + ﬂmuxu = liI'}':lz

"Bila kita menjumpai sebuah sistem persamaan linear,
maka persis hanya satu dari tiga kemungkinan berikut yang akan
dipenuhi yaitu : (1) sistem persamaan linear memiliki solusi
tunggal; (2) sistem persamaan linear memiliki solusi tak hingga; (3)
sistem persamaan linear tidak memiliki solusi” (Gozali, 2010).

Contoh 2:
Perhatikan sistem persamaan linear dengan dua persamaan
dan dua peubah berikut:
3xy +2x, = -7
—3x, =3
Dari sistem persamaan linear diatas kita memperoleh solusi

bahwa x, = —1danx, = —2 , selanjutnya sistem persamaan
linear ini kita sebut memiliki solusi tunggal.

Contoh 2:
Selanjutnya, perhatikan sistem persamaan linear berikut:

3xy+2x,=7
6x, +4x, =14
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Dari sistem persamaan linear diatas persamaan
6x, +4x, =14 merupakan dua kali dari persamaan

3x, + 2x, = 7 atau persamaan 3x,; + 2x, = 7 merupakan i dari

ersamaan 6x; +4x, = 14, artinya 2 ersamaan linear ini
1 z
ekuivalen.

Kita akan memiliki banyak pilihan solusi dari x, dan x,
yang memenuhi sistem persamaan linear ini. Jika kita memisalkan

7-2 -
p € R sebarang, maka x, = T” dan x, = p merupakan solusi

dari sistem persamaan linear ini, artinya sistem persamaan linear
ini kita sebut memiliki solusi tak hingga.

Contoh 3:

Terakhir, perhatikan sistem persamaan linear berikut:
2x,+3x,=3
4x, +6x, =9

Dari sistem persamaan linear diatas ketika persamaan

2x, + 3x, = 3 kita kalikan dengan 2, maka akan terbentuk sistem
persamaan linear baru sebagai berikut:

4x, +6x, =6

4x, +6x, =9

Ketika kita melakukan operasi pengurangan antara
persamaan yang diatas dan dibawah, maka tidak ada x, dan x,
yang memenuhi dan sistem persamaan linear ini kita sebut tidak
memiliki solusi.

Istilah selanjutnya dalam sistem persamaan linear ialah:
konsisten dan tidak konsisten, dimana bila tidak memiliki
penyelesaian dikatakan tidak konsisten dan bila ada setidak-
tidaknya satu penyelesaian atau solusi, maka sistem persamaan
linear tersebut dikatakan konsisten.
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2.2 Sistem Persamaan Linear Dua Peubah

Persamaan linear dua variabel (PLDV) merupakah sebuah
persamaan linear yang memiliki dua variabel (peubah), misalnya
peubah x dan y. Sedangkan sistem persamaan linear dua variabel
(SPLDV) ialah sebuah sistem persamaan linear yang terdiri dari 2
atau lebih persamaan linear dua variabel. Adapun bentuk umum,
sistem persamaan linear dua variabel dapat dituliskan sbb:

a,x; + byx, =c, ... persamaan (1)
a,xy + byx, = ¢, ... persamaan (2)

Nilai x; dan x, yang memenuhi kedua persamaan tersebut
dinamakan himpunan penyelesaian sistem persamaan linear dua
variabel.

Kita telah mempelajari berbagai teknik untuk menemukan
himpunan penyelesaian dari sistem persamaan linear dua variabel
(SPLDV) di tingkat sekolah menengah. Metode grafik, metode
eliminasi, metode substitusi, metode gabungan (eliminasi dan
substitusi), dan metode cramer adalah beberapa teknik untuk
menyelesaiakan  sistem persamaan linear dua variabel
tersebut. Penggunaan yang lebih efektif dan efisien dari kelima
metode tersebut dalam penyelesaian soal tergantung sistem
persamaan linear yang diberikan, situasi masalah, dan waktu yang
tersedia. Sekarang mari kita ulangi kembali mempelajari metode-
metode tersebut.

2.2.1 Metode Substitusi

“Sistem persamaan linear dua variabel (SPLDV) dapat
diselesaikan dengan menggunakan metode substitusi, yang
melibatkan penukaran variabel dengan variabel yang berbeda dari
persamaan lain“ (Dhiya, 2022).

Contoh 4:
Tentukan penyelesaian dari sistem persamaan linear
berikut dengan metode substitusi :
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2x+2y =28 persamaan (1)

3x —6y =—6 persamaan (2)
Penyelesaian:
— 2x+ 2y =28 kita sebut sebagai persamaan (1) dan
3x — 6y = —6 kita sebut sebagai persamaan (2).

— Persamaan (1) akan kita lakukan manipulasi aljabar
berikut:

2x + 2y =3

2x =8—2y

¥ — B—ﬂ:}'

x =4—y persamaan (3)

— Nilai x =4—v diatas akan kita substitusikan ke

persamaan (2), untuk menemukan nilai variabel y, berikut:
3x — 6y =—6

3(4—v)—6y =—6

12—3y—6y = -6
12—9y =—6
—9y =—6—12
—9y = —18
—-18
y =—
< -9
v =2 persamaan (4)

— Nilai y = 2 diatas akan kita substitusikan ke persamaan (3)
yaitu x =4 —y, untuk menemukan nilai variabel x,

berikut:

x =4—vy
X =42
X =2
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— Jadi, himpunan penyelesaian contoh 2.4 ini adalah
(x,¥) = (2,2).

2.2.2 Metode Eliminasi
“Metode eliminasi berfokus pada bagaimana solusi variabel
x ditentukan dengan mengeliminasi variabel y, dan solusi variabel y
ditentukan dengan mengeliminasi variabel x” (Rizal, 2017).
Contoh 5:
Tentukan penyelesaian dari sistem persamaan linear
berikut dengan metode eliminasi :
2x+2y=28 persamaan (1)
3x —6y =—6 persamaan (2)
Penyelesaian :
— Langkah pertama adalah mengeliminasi variabel/peubah y

2x +2y =8 ‘;.53 6+ 6y = 24
3x—6y =—6|x1 3x—6y =—6 +

9x =18
X =2

— Langkah kedua adalah mengeliminasi variabel/peubah x :

3x—6y =—6| x2 x— 12y = —12—
18y =36
v =2

— Jadi, himpunan penyelesaian contoh 2.5 ini adalah
(x,¥) = (2,2).

2.2.3 Metode Gabungan (Eliminasi dan Substitusi)
“Metode eliminasi-substitusi adalah metode untuk
mendapatkan himpunan penyelesaian dari sistem persamaan

22



linear dengan menggunakan dua metode secara simultan, yaitu
metode eliminasi dan metode substitusi” (Ria, 2021).
Contoh 6:
Tentukan penyelesaian dari sistem persamaan linear

berikut dengan metode gabungan :

2x+ 2y =28 persamaan (1)

3x —6y =—6 persamaan (2)
Penyelesaian :
— Langkah pertama adalah mengeliminasi variabel/peubah y

2x+2y =8 |x3 6+ 6y = 24
3x—6y =—6| x1 3x—6y =—6 +

9x =18

X =2

— Langkah kedua adalah mensubstitusikan nilai x = 2 diatas

ke persamaan (1) atau (2), untuk menemukan nilai
variabel y, dalam hal ini kita akan mensubstitusikan ke
persamaan (2), untuk mensubstitusikan ke persamaan (1)
diserahkan kepada pembaca :

3x — 6y =—6 persamaan (2)
3(2) — 6y =—6
6 — 6y = —6
—6y =—6-6
—6y = —12
-1z

'LJ' =

- -5

v =2

— Jadi, himpunan penyelesaian contoh 2.6 ini adalah
(x,¥) = (2,2)
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2.2.4 Metode Grafik

“Metode grafik adalah metode untuk mencari perpotongan
dua persamaan linear sehingga diperoleh himpunan penyelesaian
dari persamaan linear dua variabel; jika dua persamaan linear
tersebut saling sejajar, maka himpunan penyelesaiannya adalah
himpunan kosong, sedangkan jika garisnya berpotongan, maka
jumlah himpunan penyelesaiannya tak terhingga” (Souhoka, 2022).
Contoh 7:
Tentukan penyelesaian dari sistem persamaan linear berikut
dengan metode grafik :

2x+ 2y =28 persamaan (1)

3x —6y = —6 persamaan (2)
Penyelesaian :
— Langkah pertama adalah menentukan titik potong dengan
sumbu koordinat

2x+2y=28
x| 0] 4
y|l141]10

Garis2x + 2y =8
Titik potong dengan sumbu x di (4,0)
Titik potong dengan sumbu y di (0,4)

3x —6y =—6
x | 0] -2
y | 1 0

Garis 3x — 6v = —6
Titik potong dengan sumbu x di (-2,0)
Titik potong dengan sumbu y di (0,1)

24



— Langkah kedua buatlah grafik dari titik titik potong yang
diketahui pada langkah pertama diatas:

Y
> 3X— 6y =6
4
3
A
2
22
21 0l 1 2 3 4856 78 =X

2x+2y=8

— Dari grafik terlihat kedua grafik berpotongan di (2,2).
Koordinat titik potong (2,2) merupakan himpunan
penyelesaian. Jadi, himpunan penyelesaian contoh 2.7 ini
adalah (x,v) = (2,2).

2.2.5 Metode Cramer (Determinan)

“Metode Cramer digunakan untuk menyelesaikan sistem
persamaan linear dengan m persamaan dalam n variabel, dimana
dasar dari metode ini adalah matriks dan determinan, oleh karena
itu, untuk menerapkan metode Cramer, pertama-tama Kkita harus
memahami kedua konsep ini untuk menemukan solusi dari sistem
persamaan linear” (Long, 2022).
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Contoh 8:
Tentukan penyelesaian dari sistem persamaan linear
berikut dengan metode Cramer :
2x+ 2y =28 persamaan (1)
3x —6y = —6 persamaan (2)
Penyelesaian :
— Langkah pertama adalah tuliskan persamaan diatas
menjadi bentuk matriks, yaitu :

2 2y /*\_ (8
(3 —5)(}?)_(—5}

— Tentukan matriks koefisiennya dan hitung nilai
determinannya, yaitu :

A= @ —25) dan Det (A) = [(2).(—6] — [(2).(3)] = —18

— Kemudian hitung determinan D, dan D,,

.= |2 Z|=1®.(-61-[2).(-6)1 = -36

2 8
p,= |5 |=l@.(-61-[(3)-(8)] =36
— Himpunan penyelesaian untuk x = i—x dany = gi
A A
o= 2 38 _ 5
Dy -1g
v= xr_ T3 _,
Dy -18

— Jadi, himpunan penyelesaian contoh 2.8 ini adalah
(x,¥) = (2.2)

2.3 Sistem Persamaan Linear Tiga Peubah
“Sistem persamaan linear tiga variabel (SPLTV) adalah
bentuk perluasan dari sistem persamaan linear dari dua variabel
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(SPLDV), dimana sistem persamaan linear ini melibatkan tiga
variabel yang berbeda” (Rada, 2022).

Menyelesaikan sistem persamaan linear tiga variabel sangat
mirip dengan sistem persamaan linear dua variabel, untuk sistem
persamaan linear tiga variabel, metode substitusi dan metode
eliminasi, diserahkan kepada pembaca dan akan diberikan contoh
hanya dengan metode gabungan (eliminasi dan substitusi), metode
cramer dan tambahan dengan metode eliminasi gauss.

2.3.1 Metode Gabungan (Eliminasi dan Substitusi)

“Metode eliminasi-substitusi adalah metode untuk
mendapatkan himpunan penyelesaian dari sistem persamaan
linear dengan menggunakan dua metode secara simultan, yaitu
metode eliminasi dan metode substitusi” (Ria, 2021).

Contoh 9:

Tentukan penyelesaian dari sistem persamaan linear

berikut dengan metode gabungan :

2x+ 4y +2z=16 persamaan (1)
3x+2y+z =10 persamaan (2)
4x + 2y —2z =2 persamaan (3)

Penyelesaian :
— Langkah pertama mengeliminasi variabel z persamaan (1)
dan (3):

2x+ 4y z=16

4x+ 2y +#Rz =2+

6x+ 6y =18
Selanjutnya kita sebut persamaan (4)
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— Langkah kedua mengeliminasi variabel z persamaan (2)

dan (3):
3x+2y+z =10 |x3 6x+4_1_.‘r><22=20
4x +2y—2z=12 x1 dx+ 2y N2z =2 +

10x+ 6y = 22
Selanjutnya kita sebut persamaan (5)
— Langkah ketiga adalah mengeliminasi variabel y pada
persamaan (4) dan (5):
6x -%Sy =18
10x y =22 —
—dx =—4
X =1
— Langkah keempat adalah mensubstitusikan nilai x = 1 ke
persamaan (4):

6x + 6V =18 persamaan (4)
6(1) + 6y =18
6+6y =18
6y =18 —6
6y =12
12
v ==
) c
'!r:l' =

— Langkah terakhir adalah mensubstitusikan nilai x =1 dany
= 2 ke persamaan (1):

2x + 4y + 2z =16 persamaan (1)
2(1) +4(2)+2z =16
2+8+4+ 2= =16
10+ 2= =16
2z =16—10
2z =6
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.Z =

B |

z =3

— Jadi, himpunan penyelesaian contoh 2.9 ini adalah
(x,¥.2) = (1.2,3).

2.3.2 Metode Cramer (Determinan)

“Metode Cramer digunakan untuk menyelesaikan sistem
persamaan linear dengan m persamaan dalam n variabel, dimana
dasar dari metode ini adalah matriks dan determinan, oleh karena
itu, untuk menerapkan metode Cramer, pertama-tama kita harus
memahami kedua konsep ini untuk menemukan solusi dari sistem
persamaan linear” (Long, 2022).

Contoh 10:
Tentukan penyelesaian dari sistem persamaan linear berikut
dengan metode cramer :

2x+ 4y +2z=16 persamaan (1)
3x+2y+z =10 persamaan (2)
4x + 2y —2z =2 persamaan (3)

Penyelesaian :
— Langkah pertama adalah tuliskan persamaan diatas
menjadi bentuk matriks, yaitu :

2 4 2 X 16
3 2 1 )(}’) = 10)
4 2 =2/ 'z 2

— Tentukan matriks koefisien nya dan hitung nilai

2 4 2
determinannya, yaitu : A= (3 2 1 ), dengan
4 2 -2

menggunakan metode ekspansi kofaktor (catatan : bagi
pembaca yang belum paham tentang ekspansi kofaktor,
silahkan dipelajari terlebih dahulu, agar lebih paham),
maka determinan A akan diperoleh:
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2 4 2
3 2 1
4 2 -2
12 1‘_ |4 2‘ ‘4 2
2‘2 —2 3 2 -2 T4 2 1
=2(—4—2)—3(—8—4) +4(4—4)
=2(—6)—3(—12) + 4(0)
=-12+36+0
|D,| =24
— Kemudian hitung determinan D,
16 4 2
10 2 1
2 2 -2
]2 1‘_ ‘4 2‘ ‘4 2
16‘2 —2 102 —2+22 1

|D4| =

ID,.|=

=16(—4—2)—10(—8—4) + 4(4—4)
=16(—6) — 10(—12) + 4(0)
=—-96+120+0
ID_| = 24
— Kemudian hitung determinan D,

2 16 2
3 10 1

4 2 -2

_ |10 1‘_ |15 2‘ ‘15 2
2‘2 2173 2T 1
=2(—20—2) —3(—32—4) + 4(16 — 20)
= 2(—22) — 3(—36) + 4(—4)
= —44 1108 — 16

D, | =48

Dy =

— Kemudian hitung determinan D_
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2 4 16
3 2 10
4 2 2

.2 10‘_ |4 15| ‘
2‘2 2173 2T

1D =

4 16
2 10
= 2(4— 20) — 3(8 — 32) + 4(40 — 32)
= 2(—16) — 3(—24) + 4(8)
=—-32+72+4 32
|D_| =72
— Himpunan penyelesaian untuk x = 2 LV = 2 danz="2
Dy Dy Dy
24
24
48
24
72
24
— Jadi, himpunan penyelesaian contoh 2.10 ini adalah
(x,v,2z) = (1,2,3).

=1
=2

=3

-,

|
SJEIIERIE

I

2.3.3 Metode Eliminasi Gauss

Eliminasi Gaussian adalah metode yang dikembangkan dari
eliminasi yang mengeliminasi atau mengurangi jumlah variabel
sehingga nilai-nilai variabel bebas dapat diperoleh dan sistem
persamaan linear diubah terlebih dahulu menjadi matriks
augmentasi (augmented matrix form).
Contoh 11:

Tentukan penyelesaian dari sistem persamaan linear
berikut dengan metode eliminasi gauss:

2x+ 4y +2z=16 persamaan (1)
3x+2y+z =10 persamaan (2)
4x + 2y —2z =2 persamaan (3)
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Penyelesaian :

-

32

Langkah pertama adalah tuliskan persamaan diatas
menjadi bentuk matriks augmentasi nya, yaitu :

2 4 2|16
3 2 1|10
4 2 =21 2

Selanjutnya adalah dengan melakukan operasi baris
elementer, yaitu : (1) menukar letak dua baris; (2)
mengalikan suatu baris dengan skalar tak nol; dan (3)
menambah atau mengurangi suatu baris dengan kelipatan
baris yang lain. Tujuannya ialah agar diperoleh matriks
lebih sederhana, yaitu berikut :

2 4 2116

[3 2 1 10]

4 2 =21 2
Baris pertama lakukan OBE yaitu: kalikan baris pertama
dengan %, atau dapat kita tulis lebih ringkas R, = -.R;
sehingga diperoleh:

1 2 1| 8

[3 2 1 10]

4 2 =21 2

Baris kedua lakukan OBE yaitu: baris kedua dikurangi tiga
kali baris pertama dan baris ketiga lakukan OBE yaitu :
baris ketiga dikurangi empat kali baris pertama atau dapat
kita tulis lebih ringkas

R, =R, —3.R, dan R; = R; —4.R,, sehingga diperoleh:
1 2 1 8
[l] —4 -2 —14]
0 —6 —61-30
Selanjutnya, barls ketiga lakukan kembali OBE, yaitu: baris

ketiga dlkurangl kali baris kedua, atau dapat kita tulis lebih

ringkas B3 = Ry — ;-R: sehingga diperoleh:



1 2 1 8 dizebut bentuk eselon baris
0 —4 -2 —-14
0 0 3 9

— Dari bentuk diatas, kita peroleh bahwa bentuk matriks
sudah menjadi lebih sederhana dan pada baris ketiga,
diperoleh:
nilai 3z = 9, sehingga z = 3.

— Nilai z = 3, kemudian disubstitusikan ke baris kedua, yaitu:

—4y — 2z =—14
—4y — 2(3) =—14
—4y —6 =—14
—4y =—14+6
—4y =—-8
-8
y Y
'!’;l' =

— Nilai z=3dany =2 substitusikan ke baris pertama,
yaitu:
x+2v+z
x+2(2)+3
x+4+3
x+7
X

Il
oo o

-7

X

— Jadi, himpunan penyelesaian contoh 2.11 ini adalah
(x,v,z) =(1,2,3).
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LATIHAN

1.
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Tentukan nilai k agar sistem persamaan berikut:

1
kx —y=—=
3
3y =—6x+1

a. Memiliki satu solusi
b. Memiliki solusi tak hingga banyak
c. Tidak memiliki solusi

Jika suatu fungsi f(x) = ax + b, f(2) = 8,f(3) = 12

a. Hitunglah himpunan penyelesaian a dan b dengan
menggunakan metode substitusi, metode eliminasi,
metode gabungan dan metode grafik

b. Hitunglah nilai a* — b*

Diketahui sistem persamaan linear sebagai berikut:
3x—7y +4z =10
—x—y—2z =-8
—2x—4y+e6z =2
Tentukan himpunan penyelesaian dari sistem persamaan
linear diatas dengan menggunakan:

a. Metode Cramer
b. Metode Eliminasi Gauss
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BAB 3
PERSAMAAN KUADRAT, FUNGSI
KUADRAT DAN GRAFIKNYA

Oleh Nanang

3.1 Persamaan Kuadrat

3.1.1 Pengertian

1. Bentuk Umum Persamaan Kuadrat
ax?+bx+c=0,dengana,b,ce € Rdana#0
x sebagai peubah (variabel) dengan pangkat terbesar 2 pada
suku a x? dan pangkat terkecil nol pada suku ¢ (konstanta /
suku tetap).

Pertanyaan:
Manakah yang berikut ini termasuk ke dalam bentuk
persamaan kuadrat,

a. 5x2-4x=12

b. 10y-9=y2

C 1,‘."?+l=f
1 = j—

d_ m—z 1

e. y=9+3x-2x2

2. Akar-akar Penyelesaian Persamaan Kuadrat
Penyelesaian akhir dari persamaan kuadrat disebut akar-
akar penyelesaian, dan kumpulan dari akar penyelesaian
disebut himpunan penyelesaian (HP). Akar penyelesaian
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persamaan kuadrat umumnya diberi lambang yang sama
dengan variabel persamaannya dan diberi indeks, misalnya x1
dan x2 (akar-akar persamaan kuadrat ini dapat juga diwakili
oleh simbol seperti a, 3, dan simbol lain yang didefinisikan).
Misalnya: akar-akar persamaan kuadrat x% + 2x - 8 = 0 adalah
adan f.

3. Menentukan Akar-akar Persamaan Kuadrat

38

a. Dengan cara pemfaktoran

Contoh:

Mencari nilai x dari persamaan kuadrat: x2 - 3x-4 =10

dengan cara pemfaktoran adalah sebagai berikut.

1) Faktorkan menjadi bentuk (x + ..)(x + ..) = 0.
Titik-titik yang harus diisi adalah: cari dua
bilangan jika dikalikan hasilnya - 4, sedangkan
jika dijumlahkan hasilnya -3. Dua bilangan
tersebut adalah +1 dan - 4.

2) Substitusikan bilangan +1 dan -4 kedalam faktor:
(x + ..)(x + ..) = 0, sehingga diperoleh: (x + 1)(x -
4)=0= x+1=0 atau x-4=0+< x1=-1 atau
X2 = 4. ]Jadi, HP = {-1, 4}

Contoh:

Mencari nilai x dari persamaan kuadrat: 3x2-x-2=0

dengan cara pemfaktoran adalah sebagai berikut.

1) Kalikan antara Kkoefisien pada suku pertama dan
konstanta (3x (-2)) = -6 dan -6 = -3 x 2 ternyata bila:
-3 dan 2 dijumlahkan hasilnya -1 (nilai koefisien suku
kedua).

2) Ubah suku atau koefisien x pada persamaan asal
sehingga 3x2 + (-3+2)x-2=0=3x2 -3x+2x-2=0
==3x(x - 1) + 2(x - 1) = 0 dengan menggunakan
penyederhanaan bentuk distributif diperoleh: (3x +



2)(x-1)=0 T 3x+2=0 atau x-1=0" xl= 3

1),

[

ataux2=1. Jadi HP={

b. Dengan cara rumus kuadratis (Rumus ABC)
Misalkan x; dan x; akar-akar dari persamaan kuadrat: ax?

. —b+Vb"—4dac
+bx + ¢ = 0 dirumuskan oleh: x,,x, = ————

Contoh:

Mencari nilai x dari persamaan kuadrat: x2-3x-4=0
dengan cara rumus kuadratis adalah sebagai berikut.
Dari:x2-3x-4=0diperoleh: a=1, b=-3, c=-4

2a

—b + Vb? — dac
XX, =
- 2a
_ —(=3)3(-3)°-4(1)(-4) _ 315 oy =5
Tty = 2(1) 2 172
=
3_
Sx,=—= -1
Pertanyaan:

1) Bandingkan, apakah dengan menggunakan cara (1)
dan cara (2) nilai akar-akar pada contoh 1 dan contoh
2 berbeda?

2) Dengan memperhatikan rumus kuadratis tersebut,
bagaimana-kah menurutmu agar pada persamaan
kuadrat dapat diperoleh akar-akar yang nyata (real)?
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4. Penggunaan Diskriminan dalam Penyelesaian Persamaan
Kuadrat

—bt+V b —dac

Pada rumus kuadratis: x,,x, = agar persamaan

2a

kuadrat memiliki akar-akar real maka syarat yang harus
dipenuhi adalah a # 0 dan b? - 4ac =2 0. b? - 4ac disebut
diskriminan (D) atau pembeda jenis akar.

Perhatikan contoh soal berikut dan hitunglah nilai

diskriminannya:

a. x2-3x-4=0 c. x2-2x+4=0

b. 3x2-x-2=0 d. 3x2-x+2=0

Jawab:

a. a=1;b=-3;c=-4;D=(-3)2-4(1)(-4)=9+16=25
b. a=3;b=-1;c=-2;D=(-1)2-4(3)(-2)=1+24=25
c. a=1;b=-2;c=4;D=(-2)2-4(1)(4)=4-16=-12
d a=3;b=-1;c=2;D=(-1)2-4(3)(2)=1-24=-23
Pertanyaan:

Dari contoh soal tersebut:

a. Manakah yang memiliki nilai D=0,D >0, dan D < 0?

b. Untuk D > 0 terdapat dua jenis nilai: (1) merupakan
bilangan kuadrat dan (2) bukan merupakan bilangan
kuadrat. Menurutmu, manakah jenis diskriminan yang
dapat mempermudah pencarian akar melalui
pemfaktoran?

3.1.2 Jenis-Jenis Akar Persamaan Kuadrat
Jenis akar-akar persamaan kuadrat tergantung pada nilai b2
- 4ac yang disebut diskriminan (D). Beberapa jenis akar
persamaan kuadrat berdasarkan nilai D.
1. Jika D > 0, maka persamaan kuadrat mempunyai dua akar real
yang berbeda.
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2. Jika D = 0, maka persamaan kuadrat mempunyai dua akar real
yang sama atau kembar.

3. Jika D < 0, maka persamaan kuadrat mempunyai dua akar
yang tidak real (imajiner).

3.1.3 Jumlah dan Hasil Kali Akar-akar Persamaan Kuadrat
Misalkan x; dan xz adalah akar-akar persamaan kuadrat ax?
+ bx + ¢ = 0 terdefinisi pada himpunan bilangan real. Akar-akar
persamaan kuadrat yang diperoleh dari rumus kuadratis adalah:

_ —bi'-.-"ﬁ
Xy, X = R dengan:
_ —-b—-T _ —-b+D
D =b?% - 4ac, sehingga X1 — T o, danXp = /.

Pertanyaan:

Pada akar-akar persamaan kuadrat haruskah nilai D = 0? Apa
alasannya? Apakah nilai D < 0 menyebabkan kedua akar tidak
dapat dijumlahkan atau dikalikan? Jelaskan!

1. Jumlah akar-akar persamaan kuadrat
Menjumlahkan kedua akar persamaan kuadrat
a. Jumlahkan kedua akar,

—b—+T | —b+T
_|_

X1+X2= Zm e
b. Sederhanakan hasil penjumlahan,
—2h b
X1+X2= 2a = B ;

c. Kesimpulan:
b

X1 + X2 =« rumus jumlah dua buah akar persamaan
kuadrat
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2. Jumlah akar-akar persamaan kuadrat
Mengalikan kedua akar persamaan kuadrat,
a. Kalikan kedua akar,

b-/B b+/D  Z2(2)VB(D)
X1.X2 = (T)(T) = Za(Za)
b*-D _ b —(b"—4ac)
= 4a’ - 42
b. Sederhanakan hasil perkalian
fac __ ¢
X1.Xp =4a” a

¢. Kesimpulan:
c

X1 . X2 = @ merupakan rumus hasil kali dua buah akar
persamaan kuadrat.

3.1.4 Menyusun Persamaan Kuadrat

Jika diketahui akar-akar persamaan kuadrat x1 dan x2 maka
persamaan kuadrat dapat ditentukan dengan bentuk x2 - (x1 + x2)x
+x1.x2 = 0.

Contoh 1:
Susunlah persamaan kuadrat yang akar-akarnya - 2 dan 37

Jawab:

Misalkan x;1 =-2 dan xz = 3, sehingga x2 - (-2 + 3)x + (-2)(3) = 0.

Jadi persamaan kuadrat yang akar-akarnya - 2 dan 3 adalah x? - x -
6=0

Contoh 2:

Susunlah persamaan kuadrat yang akar-akarnya dua kali dari akar-
akar persamaan x2 - 4x+ 5=07?
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Jawab:

1. Dikeatahui:a=1,b=-4,c=5

2. Misalkan akar-akar persamaan kuadrat xZ - 4x + 5 = 0
adalah o dan .

3. Tentukan nilai a + f dan a .

a+B:—E=—?= 4, a_B:E:%:S
4. Misalkan akar-akar persamaan kuadrat baru adalah: x1 = 2«
dan x; = 23

5. Menentukan nilai dari x1 + X2 dan x1.x2
x1+X2=200+2B=2(a+f3)=2(4)=8
x1.X2 = 2. 2B =4af =4(5) =20
6. Menentukan persamaan kuadrat baru: x2 - (x1 + X2)X + X1.X2
=0
x2-8x+20=0

3.1.5 Latiban 1:
1. Dengan menggunakan cara pemfaktoran carilah akar-akar real
dari persamaan kuadrat:
a. x2+6x+5=0
b. 3x(x+2)-2(x+2)=0
c 12-y=y2
d %t?-2=0

2. Gunakan rumus ABC untuk menentukan penyelesaian dari
persamaan kuadrat berikut.
a. x¢-10x=-16

V2

b. p2+*"p-4=0
c. 2y2+5ay-3a2=0
d 1-4z+4z2=0
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3.
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Tentukanlah akar-akar penyelesaian dari persamaan berikut:
a. 4x2+3x-22=0

.r:1=x_2
16(y-4) =y?
JE:X—6
3z(z+1)-18=0
a’x?-b2=0

9p2+12p+4=0
3x2-2V3x+1=0
8-%q*=0
(2x-3)2-(2x-3)-2=0

= R N R <V S <

Salah satu akar dari persamaan kuadrat (a + 2)x%2 +ax - 26 =0
adalah 2. Tentukanlah nilai a yang mungkin!

Dengan menggunakan rumus kuadratis dan x1 < X2,
tentukanlah rumus dari x1 - x2!

Diketahui a dan b adalah akar-akar dari x2 - 4x + 6 = 0,
tentukanlah nilai:

a. a+b C. az + b2

b. ab I

Tentukanlah persamaan kuadrat jika diketahui akar-
akarnya:

a. 4dan-4 C. 0dan5

b. -%dan?2 d. v'2dan '8

Jika a dan B akar-akar dari 2x2 - 6x + 4 = 0, tentukanlah
persamaan kuadrat yang akar-akarnya (a + 3) dan (8 + 3)!



9. Dari persamaan-persamaan kuadrat berikut, tentukanlah
jumlah dan hasil kali akar-akarnya.

a. X2-7x+6=0 C. 2x(x-10)=0
b. 4x2-9=0 d. (B3x-2)(x-3)=0
10.Jika p dan g adalah akar-akar dari 2x%2 - 3x + 6 = 0, maka
tentukanlah:
L1 3+ g3
a + . C. p’+q
b. p*q+pq’ d. (p-2)(q-2)

11. Diketahui jumlah dan hasil kali akar-akar persamaan
kuadrat 3x2 - ax + 2b = 0 adalah 6 dan - 4. Tentukanlah a +
b.

12. Diketahui persamaan kuadrat ax? + bx + ¢ = 0 mempunyai
akar-akar setengah dari akar-akar persamaan x% - 4x - 12 =
0. Tentukanlah nilai a2 + b2 + c2.

13. Jika o dan 3 akar-akar dari persamaan x2 + 2x - 8 = 0, maka
tentukanlah persamaan kuadrat yang akar-akarnya % —|-§

dan (1 -a)(1-p)!

3.2 Fungsi Kuadrat

3.2.1 Pengertian

1. Bentuk Umum Fungsi Kuadrat
f:x—>ax?+bx+c a,b,c e Rdan a # 0 merupakan fungsi
berderajat dua, sedangkan f{x) = ax? + bx + c disebut
persamaan fungsi kuadrat.

2. Sumbu Simetri dan Titik Balik Fungsi Kuadrat
Perhatikan sketsa grafik fungsi kuadrat berikut:
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a. Jikax;=

(1, 0\\5’/ (o, 0) X

—b—D —b++D b
—— dan x =——— maka xs = — —

b. Nilai balik fungsi adalah Ymin = — :iﬂ, untuka >0

C.

Cara menentukan koordinat titik baliknya, yaitu:
Yor)=f—2 —Z
(Xs, mm) = ( 2n’ 4:1)

Langkah Kerja :

1)
2)

3)
4)
5)
6)
7)

8)

Menentukan persamaan sumbu simetri.

Tentukan bahwa xs - x1 = X2 - Xs (sifat sumbu
simetri).

Lakukan langkah selanjutnya dengan proses aljabar
kedua buah ruas ditambah dengan xs + x1

Langkah terakhir kalikan kedua ruas dengan %2 dan
—b—-/D dan -b+T

2a 2a

gantilah nilai-nilai x1 dan x; oleh:

Menentukan nilai balik fungsi kuadrat.

Tentukan nilai pada sumbu simetri.

Substitusikan nilai sumbu simetri pada persamaan
fungsiy = ax? + bx + c.

Lakukan penyederhanaan bentuk persamaannya.



9) Koordinat titik balik merupakan pasangan antara xs
dan Ymin atau (XS, Ymin).

Contoh:
Tentukan persamaan sumbu simetri dan koordinat titik balik
dari fungsi kuadrat: f{x) =x%-3x -4

Jawab:
Misalkan f{x) =y=x2-4x-5 ; a=1,b=-4, c=-5
. . -4 _ -4
Persamaan sumbu simetri: xs=———=—= —2
DT . (—4)°— 4{1)(-5) _ 16420
Nilai balik fungsiy = — - 3 e =8 — —=9

Jadi, koodinat titik baliknya: (-2, 9).

3.2.2 Karakteristik Grafik Fungsi Kuadrat

Fungsi kuadrat memiliki bentuk umum dengan a, b, c € R
dan a # 0. Dari bentuk aljabar tersebut, grafik fungsi kuadrat dapat
diilustrasikan sebagi bentuk lintasan lengkung atau parabola
dengan karakteristik sebagai berikut.
1. Jika a > 0, maka parabola terbuka ke atas.
2. Jika a < 0, maka parabola terbuka ke bawah.
3. Jika D <0, maka parabola tidak memotong maupun

menyinggung sumbu X.

4. Jika D = 0, maka parabola menyinggung sumbu x.
5. Jika D > 0, maka parabola memotong sumbu x di dua titik.

Berdasarkan keadaan kurva fungsi kuadrat tidak
memotong atau menyinggung sumbu X maka fungsi kuadrat
memiliki dua buah batas tertentu (definit), yaitu:

1. Definit positif jika kurva seluruhnya berada di atas sumbu X
2. Definit negatif jika kurva seluruhnya berada di bawah
sumbu X
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3. Beberapa kedudukan grafik fungsi kuadrat adalah sebagai
berikut.

Definit Positif

X X
D>0, D=0, D<0,
a>0, a>»0, a>0,
memotong sumbu x di dua [ menyinggug sumbu x di |tidak mengenai sumbu x
titik, terbuka ke atas satu titik terbuka ke atas terbuka ke atas
Definit Negatif
N X I X | X

Yy y Yy
D >0, D=0, D>0,
a<o, a<o a<0
memotong sumbu x di dua [ menyinggung sumbu x di | tidak mengenai sumbu x
titik, terbuka ke bawah satu titik, terbuka ke bawah | terbuka ke bawah
Pertanyaan:
1. Apakah perbedaan dari persamaan kuadrat dan fungsi
kuadrat?

2. Dapatkah kamu menuliskan/menyebutkan syarat-syarat
agar fungsi kuadrat memiliki definit positif atau definit
negatif ?

3. Dapatkah kamu menuliskan rumus persamaan fungsi
kuadrat yang lain, bila diketahui:

a. Melalui titik balik dan sebuah titik sembarang
b. Melalui titik potong pada sumbu X dan sebuah titik
sembarang
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3.2.3 Latihan 2:

1. Sebutkan koordinat titik potong pada sumbu-sumbu
koordinat, persamaan sumbu simetri, jenis fungsi, dan
koordinat titik balik dari:

a. y=x%-9 C. y=x+3)(x-7)
b. y = 2x2-8x d. y=x2+4x+5

2. Manakah dari persamaan-persamaan fungsi berikut yang
memotong, menyinggung, dan tidak
memotong/menyinggung sumbu X:
a. y=4-4x-3x2 C. y=(x+1)2-16

b. y=4x2-12x+9 d. y=x2+4

3. Tentukan persamaan grafik fungsi untuk gambar berikut:

a. Y,
N Tp(1,-1)
- 00D |
' X
/|
]
\% 4/_10)
Xs
b A
A !
]
]
]
0(0,0) ! 60 %
]
]
i A5-5)
I
\ 2
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4, Sepotong kawat dengan panjang 10 m akan dibuat menjadi
sebuah bangun segi empat. Tentukan ukuran panjang dan
lebar agar diperoleh luas bangun sebesar-besarnya!

5. Diketahui persamaan fungsi kuadraty = 15 - 2x - x2

Tentukanlah:

a) Titik potong kurva pada masing-masing sumbu
koordinat

b) Persamaan sumbu simetri

c) Koordinat titik balik fungsi

d) Pengganti x yang mungkin jika nilai fungsi sama dengan
12

6. Tentukan persamaan kuadrat yang memiliki persamaan
sumbu simetri xs = 3 dan nilai fungsi minimum sama
dengan 5.

7. Tentukan persamaan kuadrat dalam x jika diketahui f(-1 ) =
f(7) =15 dan nilai minimum fungsi sama dengan - 1.

8. Buatlah sketsa grafik fungsi kuadrat dari y = x2 - 6x - 7 pada
kertas millimeter blok.

9. Jika a dan B merupakan akar-akar dari persamaan x2 - px +
2p =0, tentukanlah nilai minimum dari a? + 2.

3.2.4 Menentukan Akar-akar Persamaan Kuadrat
Perhatikan contoh penguraian persamaan kuadrat berikut
untuk menentukan akar-akar persamaannya.

Misalnya x2 - 4x - 12 =0 © 32 - 4x - 12 + ((—2)?) + 12 = ((—2)?)
+12
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= xX2-4x+4=4+12= (x-2P=16=x-2=HJ16 =x-2+

2 = +4/16+ 2 =x =14 + 2 sehingga dipeoleh dua buah akar dalam
X, yaitu: X1 = - 2 dan xz = 6. Teknik penguraian persamaan kuadrat
seperti contoh diatas disebut melengkapkan kuadrat.

Pertanyaan:

Bagaimanakah mengubah bentuk persamaan kuadrat ke

dalam bentuk melengkapkan kuadrat jika koefisien pada variabel
pangkat dua lebih dari 1?7

Jawabannya:
1. Misalkan persamaan kuadrat dalam bentuk umum: ax2 + bx +
c=0
Eo=e
2. Ubah bentuk persamaan menjadi: x% + 2x + ¢ = 0
b~ c
3. Tambahkan kedua rus dengan suku-suku: (3“) * ( “)
4. Sederhanakan bentuk:
a. Pada ruas kiri ubah menjadi pangkat dua dari dua buah
suku; )
bh®—dac
Pada ruas kanan diubah menjadi: #=*
c. Jadi persamaan kuadrat akhir adalah:
(14 2) = o
Za #a”  (bentuk terakhir inilah yang
melahirkan rumus kuadratis/rumus abc)
Contoh:
Tentukan himpunan penyelesaian dari persamaan kuadrat 3x? -
2x-8=0
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—272 —2)* —4(3)(—8 1 4496
(x+ ) _(=2) (ﬂ]( Jﬁ(x__) _ 4t
2(3) 4(3)? 3 36
100 10 1 10 2 10
x——:i —c:}x:i—+—¢::-x=—i—=—_—
3 wl 6 6 376 66

sehingga x1 = =

— =2 daan:_?B= ?,jadiHP:{—g,Z}

3.2.5 Bentuk Fungsi Kuadrat dengan Melengkapkan Kuadrat
Telah diketahui bahwa persamaan fungsi kuadrat

dirumuskan oleh:
fx) =ax?+ bx + cdengan a # 0 atau y = ax? + bx + C.

Pertanyaan:

a. Bagaimanakah persamaan fungsi kuadrat dapat diubah ke

dalam bentuk melengkapkan kuadrat?

b. Bagaimanakah menentukan persamaan sumbu simetri,
koordinat titik balik, dan definit kurva pada grafik fungsi
kuadrat dihubungkan dengan bentuk melengkapkan kuadrat?

Jawaban:

Pada ruas kanan yang memuat suku-suku ax? + bx + ¢

diubah bentuknya seperti berikut:
b c

a. ax?+bx+c=a(x?+9x+17)

e = (2] +(-(2)) s

b. a(x? rax+ ;) =a(x%+ ay +
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+;)=a(x2+;x +

C.
b y" c
(X( (En) n)
b b\° b\ | ¢c b b2 e
— —_ —_ | — _|_ — — — —_
d. a(xZ.'.ﬁ!X +(:R} )+a( (:ﬁ) R):a(x+:ﬂ)2+a(—4ﬁ" ﬁ)
£ v* _ 4 Z £ v* Sy
e. a(x+fﬂ)2+a(—4ﬁ" ﬁ):a(x+fﬂ)2+(—4ﬂ )
b 5" te b b®—&ac
f o(x+28)2+(~4a Y=o (x+28)2+ —4a
g. Jadi, persamaan fungsi kuadrat berubah bentuk menjadi:
i D
h, fX)=y=o(x+2a)2+ 2
Contoh:
Diketahui persamaan kurva sebuah fungsi adalah y = -4 + 5x - 2x?2
1. Tentukan persamaan sumbu simetri dari fungsi tersebut
2. Tentukan koordinat titik puncak
3. Periksa apakah kurva bersifat definit positif atau negatif

Jawab:
Diketahui: a=-2, b=5, c=-4

1.

. . b b
Persamaan sumbu simetri x + — =0 =®x = - — =x = -
it sl
= __=
z(-2) 4
s . ey . b —darc
Nilai fungsi pada titik balik yekstrim = ——— < yekstrim =

By —ar—2yi—a
(5)°-4(=2)(-4) _
~4(-2)
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Jadi, koordinat titik balik (x,, v,) = (—2,272) = (£, 7)

2" —da s’ B
3. Kurva bersifat definit positif (kurva maksimum) jika
memiliki ciri-ciri: koefisien variabel pangkat tertinggi (a >
0) dan diskriminan (D < 0), sedangkan definit negatif
(kurva minimum) jika a < 0 dan D < 0. Karenaa = -2 <0
dan D = 52 - 4(-2)( -4) < 0, maka fungsi tersebut bersifat
definit negatif.

Keterangan:

1. Kurva selalu berada di atas sumbu X dapat disebut definit
positif: (a>0, D<0).

2. Kurva selalu berada di atas sumbu X dapat disebut definit
negatif: (a<0,D<0)

3.2.6 Persamaan Fungsi Kuadrat yang Kurvanya Melalui Tiga
Titik Tak Segaris
Dari persamaan fungsi kuadrat f{x) =y =ax? + bx +c,a # 0
dapat diubah bentuk persamaannya menjadi:
1. fx)=y=oa(x-x1)(x-x?) ....rumus ini digunakan bila kurva
melalu titik potong pada sumbu X dan sebuah titik sembarang.
2. f(x) =y=a(x+xe)? +ye ....rumus ini digunakan bila kurva
melalu titik balik dan sebuah titik sembarang

Pertanyaan:

Bagaimanakah menyelesaikan persoalan; menentukan
persamaan fungsi kuadrat yang melalui tiga buah titik sembarang
tak segaris?

Jawabannya:
1. Tentukan persamaan bentuk umum fungsi kuadrat y = ax?
+bx +c

2. Substitusikan koordinat ketiga titik yang diketahui pada
persamaan fungsi kuadrat.
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3. Gunakan metode eliminasi/substitusi/eliminasi-
substitusi/ determi-nasi/matriks (metode bebas memilih
pada bagian yang telah dipelajari) untuk menyelesaikan

persoalan linear dengan tiga peubah/variabel g, b, dan c.

4. Substitusikan nilai a, b, dan ¢ pada persamaan fungsi asal y

=ax?+bx+c

Contoh:
Tentukan persamaan fungsi kuadrat yang melalui tiga buah titik:
A(-1, 6), B(0, 3), dan C(2, 3)

Jawab:
y=ax:+bx+c

(-1,6)=6=a(-1)2+b(-1)+c= a-b+c=6 (pers.l)
(0,3) =3=a(0)2 + b(0) +c = c=3 (pers.2)
(2,3) =3=a(2)? + b(2) +c =4a+2b+c=3 (pers.3)
Dengan menggunakan metode eliminasi-substitusi diperoleh:
a=..b=..danc=...

3.2.7 Latihan 3:

1. Ubahlah bentuk persamaan dan fungsi kuadrat berikut dalam

bentuk melengkapkan kuadrat.
a. x*-4x-32=0
b. y=2x2-8x+6

2. Dengan  melengkapkan kuadrat carilah  himpunan

penyelesaian dari persamaan-persamaan berikut:
a. 4x2-x-5=0
b. x(6-x)=-16

3. Tentukanlah persamaan sumbu simetri, nilai balik fungsi, dan

koordinat titik balik dari fungsi:
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Tentukanlah persamaan-persamaan fungsi kuadrat jika
diketahui melalui tiga buah titik sembarang.

a. P(5,0),Q(6,12),dan R(-1,12)

b. S(-3,-15),T(1,9),dan U(0,12)

Ubahlah bentuk persamaan dan fungsi kuadrat berikut dalam
bentuk melengkapkan kuadrat.

a. x¢-2x-63=0

b. y=2x2+6x-8

Dengan  melengkapkan  kuadrat carilah  himpunan
penyelesaian dari persamaan-persamaan berikut:

a. 4x?2-x-18=0

b. x(8-x)=15

Tentukanlah persamaan sumbu simetri, nilai balik fungsi, dan
koordinat titik balik dari fungsi:

a. y=4-3(x+1)?

b. y=9x2-12x+4

Tentukanlah persamaan-persamaan fungsi kuadrat jika
diketahui melalui tiga buah titik sembarang.

a. P(1,-12),Q(3,-8),dan R(5,12)

b. S(-2,1),T(1,4), dan U(3,-4)



3.3 Aplikasi Fungsi Kuadrat
3.3.1 Pengertian

Persamaan kuadrat dan fungsi kuadrat mempunyai

peranan penting terhadap ilmu-ilmu lain misalnya pada ilmu fisika
dengan Teori Gerak Peluru (mekanika) dan ilmu ekonomi
dengan Teori Produksi (ekonometri).

Pertanyaan:

1.

Dua bilangan jika ditambahkan sama dengan x tetapi jika
dikalikan sama dengan y. Buatlah model matematika dari
informasi tersebut!

Sebuah peluru ditembakkan dengan kecepatan awal vo m/det,
dengan sudut elevasi a dari atas tanah yang mendatar. Jika
gesekkan antara peluru dan udara diabaikan sedangkan
percepatan gravitasi g m/det2, maka berapakah ketinggian
maksimum peluru dari atas tanah, dan berapa lama waktu
yang dibutuhkan saat dilepas sampai jatuh ke tanah?

Di atas sebidang tanah akan dibangun sebuah gudang yang
dapat menampung barang sebanyak-banyaknya. Haruskah
bentuk bangun tersebut beralas persegi?

Contoh 1:

Sebuah peluru ditembakkan dengan ketentuan:

Kecepatan awal v, = 40 m/det; sudut elevasi/kemiringan a = 60¢,
percepatan gravitasi g =10 m/det?.

1. Waktu yang diperlukan saat peluru ditembakkan sampai
pada ketinggian maksimum.
2. Ketinggian maksim peluru dari atas tanah
Jawab:

=-1%g, b=vy=vesina,c=0
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— Ty = o =X k=L det
a t= -~ /29 g
I o () = I ) o X ()=
b. h(t)= > 2
Contoh 2:

Diketahui jumlah dua buah bilangan sama dengan 8.
Berapakah nilai-nilai bilangan itu agar hasil kalinya maksimum?

Jawab:

1. Buatlah model matematika dari persoalan dengan
menggunakan pemisalan pada bagian variabelnya misalnya p
dan q.

2. p+q= Sﬁp =8 -q dan p. g maksimum.
Misalkan L = p.q‘ib L=(8-q)q L= o (fungsi dalam

q). .
(a=-2)

3. Tentukan nilai pembuat fungsi menjadi maksimum

=20

4. Nilai q = ... substitusikan pada persamaan p =8 - q diperoleh

p=..
5. Substitusikan nilai-nilai p dan q pada L = p. q sehingga L =

e X =

3.3.2 Latihan 4:

1. Dua buah bilangan jika dijumlahkan hasilnya sama dengan 30
tetapi jika dikalikan satu sama lain hasilnya sama dengan 300.
Tentukanlah nilai bilangan-bilangan itu!

2. Selembar karton berbentuk persegi panjang akan dibuat
menjadi sebuah kotak tanpa tutup dengan cara membuang
bagian pojok berukuran 2x 2 cm? . Ukuran panjang karton 4
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cm lebih panjang dari ukuran lebarnya. Tentukan ukuran
panjang dan lebar karton tersebut jika volume kotak sama
dengan 900 cm3!

3. Sebuah bilangan terdiri atas dua angka. Besar angka pertama
bilangan itu sama dengan dua kali angka keduanya dan hasil
kali kedua bilangan itu sama dengan 18, tentukanlah bilangan
yang dimaksud!

4. Sebuah roket diluncurkan mengikuti lintasan parabola. Tinggi
lintasan (dalam meter) setelah t detik dinyatakan oleh
persamaan:

h(t) = 60t - 5t2.

a. Setelah berapa detik roket itu mencapai ketinggian
maksimum?

b. Berapakah ketinggian maksimum roket dari atas tanah?

5. Jika x > 0 dan y > 0, maka tentukanlah himpunan penyelesaian
dari sistem-sistem persamaan berikut:

a. 2x+y=40;xy=150
b. 3x-4y=16;xy=60

6. Sebuah bilangan nilainya dua kali lebih besar dari bilangan
lainnya, dan jika dijumlahkan besarnya sama dengan 40.
Tentukan nilai maksimum dari perkalian kedua bilangan itu!

7. Keliling suatu persegi panjang sama dengan 80 cm. Jika luas
persegi panjang sama dengan 375 cm?, maka tentukan ukuran
panjang dan lebar persegi panjang tersebut!

8. Diketahui fungsi permintaan adalah P = 100 - 2Q. Tentukan
pendapatan pendapatan maksimum R jikaR =P x Q!

9. Diketahui biaya produksi Q lusin gelas adalah C = %4 Q2 - 40Q +
35. Harga jual Q lusin gelas adalah P = 65Q - 3/4Q2 (dalam
ratusan ribu rupiah). Untuk mendapatkan keuntungan yang
maksimum, berapakah lusinkah gelas yang harus diproduksi?

10. Keliling persegi Panjang 256 cm. Tentukan luas maksimum
dari persegipanjang tersebut!
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BAB 4
PERTIDAKSAMAAN KUADRAT

Oleh Noviyanti

4.1 Pengertian Pertidaksamaan Kuadrat

Pertidaksamaan kuadrat merupakan suatu pernyataan
terbuka yang memuat variabel dengan pangkat positif dan
memiliki pangkat tertinggi dua (Grace, 2021). Pertidaksamaan
biasa dihubungkan dengan tanda “lebih dari (>)”, “lebih dari atau
sama dengan (2)”, “kurang dari (<)”, atau “kurang dari sama
dengan (<)” Solusi dari suatu pertidaksamaan kuadrat adalah
himpunan penyelesaian.

4.2 Bentuk Umum Persamaan Kuadrat
Bentuk umum persamaan kuadrat dalam variabel x adalah
sebagai berikut:
1. ax*+bx+c >0
2. ax*+bx+c<0
3. ax*+bx+c =0
4, ax*+bx+c =0

Dimana: a#z0 danab,ceR
Keterangan:

e 3, b adalah koefisien
e cadalah konstanta

e x adalah variabel
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4.3 Sifat-Sifat Pertidaksamaan Kuadrat
4.3.1 Sifat Aditif

Apabila pertidaksamaan dikedua ruas dijumlahkan dengan

bilangan yang sama, maka pertidaksamaan baru diperoleh dengan
arah pertidaksamaan yang sama, yang ekuivalen dengan
pertidaksamaan pertama.

Contoh:

Pertidaksamaan x~ 4 5x + 4 < 0 ditambah dengan 5 maka hasil
yang diperoleh adalah

x*+5x+44+5<0+3

x¥x?4G5x4+9<5

4.3.2 Sifat Multiplikatif
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Apabila suatu pertidaksamaan dikedua ruas dikalikan
dengan bilangan positif, maka menghasilkan
pertidaksamaan baru dengan tanda pertidaksamaan yang
sama dengan pertidaksamaan pertama.

Contoh :

6x* — 4x + 1 = 0 dikali 3

makﬂa hasilnya adalah

18x-—12x +3 =0

Apabila dari pertidaksamaan dikedua ruas dikalikan
dengan  bilangan negatif, maka  menghasilkan
pertidaksamaan baru dengan arah kebalikan dari
pertidaksamaan semula, yang ekuivalen dengan
pertidaksamaan pertama.

Contoh :

—3x* —4x — 2 = 0 dikali (-2), maka hasilnya adalah
6x*+8x+4=0



4.4 Langkah Penyelesaian Pertidaksamaan

Kuadrat
Langkah-langkah dalam menyelesaikan pertidaksamaan

kuadra adalah sebagai berikut (Ma'rufi & Pasandaran. 2019):

a.
. Menentukan nilai nol dari ruas kiri

b
C.
d

Ruas sebelah kanan harus nol

Membuat garis bilangan

. Menentukan daerah positif dan daerah negatif

Apabila a > 0 maka daerah (+) (-) (+)

Apabila a < 0 maka daerah (-) (+) (-)

Menentukan daerah penyelesaian

Apabila tanda pertidaksamaan > arsir daerah positif (+)
Apabila tanda pertidaksamaan < arsir daerah negatif (-)

4.5 Tabel Himpunan Penyelesaian Garis Bilangan

Tabel cara membaca himpunan penyelesaian dari garis

bilangan yang diberikan secara umum (Sukino. 2016).

Garis Bilangan Himpunan
Penyelesaian
_g_ [*la =x<b,x ER}
—g})— [xla<x<bxcR}
—g— {x|la <x < b,x ER}
_(Eb)_ {x|la <x < b,x ER}
a
al {x|]* = a,x ER}
aJ: {x|x > a,x E R}
al {x|x < a,x E R}
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Garis Bilangan Himpunan
Penyelesaian

] {x|x < a,x € R}

a

4.6 Contoh Penyelesaian Pertidaksamaan
Selesaikan pertidaksamaan 15 - 7x < 2x2! (Grace, 2019)
Penyelesaian :

Langkah 1 : nol kan ruas kanan

2x2-7x+1520

: =1 (Jika dibagi bilangan negatif tanda
pertidaksamaan berkebalikan)

(2x-3) (x+5)=0

Langkah 2 : harga pembuat nol

(2x-3) (x+5)=0

2x-3=0ataux+5=0

3
x1=£ x, = —5

Langkah 3 : membuat garis bilangan

. :
-5 =
Langkah 4 : menentukan daerah positif (+) dan negatif (-)
L L - § o
-5 S
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Langkah 5 : menentukan daerah penyelesaian

I

Hp = {xlx < —5 atau x E;}

4.7 Contoh Soal Beserta Penyelesaiannya
Contoh 1

Selesaikan pertidaksamaan dari x2 + 6x + 5> 0
Penyelesaian :

x2+6x+5>0

(x+5)(x+1)=0

x+5=0ataux+1=0

x1=-5 x2=-1

> o

-5 -1
HP ={x| x <-5ataux > -1}

Contoh 2

Selesaikan pertidaksamaan -x 2+ 10x -9 >0
Penyelesaian :

Cara 1: Mencari akar dengan faktorisasi
-x2+10x-9>0

-1
-x2+10x-9<0
-x2+10x-9=0
(x-1)(x-9)=0
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x-1=0 ataux-9=0
x1=1 x2=9
Cara 2: Mencari akar dengan rumus
-x2+10x-9=0
-x2+10x-9<0
a=-1, =10,c=-9

—b +Vb®— dac

x =
2a
—10+ /107 — 4.(—1).(—9)
x =
2(-1)
—10+ V64
X= "
-2
—10+8
x =
-2
—10+8
x, =
. -2
x, =1
—10—8
x, =
! -2
x, =9

Menentukan daerah positif (+) dan negatif (-)
Menentukan daerah positif (+) dan negatif (-)

#ﬂ#

1 9

HP={x| 1<x<9}
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Contoh 3
Kebun Pak Hong berbentuk persegi panjang dengan lebar 8
meter kurangnya dari panjangnya. Apabila luas kebun Pak Hong
tersebut minimal 180 m2 , baerapa panjang dan lebar kebun Pak
Hong?
Penyelesaian :
Misalkan panjang kebun Pak Hong = x meter berarti lebar kebun
Pak Hong = x — 8 meter.
Luas kebun Pak Hong = (x — 8) minimal 80 m2.
Model matematikanya berupa pertidaksamaan:
(x-8)=180
x2-8x2180
x%2-8x-180=0
(x+10) (x-18)=0
x+10=0Vx-18=0

x1=-10x2=18
Daerah penyelesaiannya yaitu:
&> <=
EEs _ [EFH
-18 -10

HP = {x|x <-10 atau x > 18}

Karena x panjang kebun berarti x harus bernilai positif
sehingga himpunan penyelesaiannya adalah {x| x = 18}. Jadi
panjang kebun Pak Hong minimal atau paling sedikit 18 meter dan
lebarnya minimal (18-8) meter atau 10 meter (Rahayu & Shufa,
2019).

67



Contoh 4

Selesaikan pertidaksamaan 2x 2 + 8 > 8x! (Setyowati & Bayu, 2021)
Penyelesaian :

2x2+828x

2x2%2-8x+8=20

x2-4x+4=20
(x-2)(x-2)=0
x-2=0ataux-2=0
xX1=2 X2=2

Buat garis bilangan yang memuat akar 2

<
2

Karena akarnya kembar, setelah dibuat garis bilangan dilakukan
pengecekan daerah positif (+) dan daerah negatif (-).

Misal x = 3

xX2-4x+4=32-43+4

=9-12+4
=1
>0
Hal ini berarti daerah sebelah kanan 2 merupakan daerah positif
(+)
Misal x=1
x2-4x+4=12-41+4
=1-4+4
=1
==0
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Hal ini berarti daerah sebelah kiri 2 merupakan daerah positif (+)

+ +

L 4
2

Menentukan daerah penyelesaian

+ +
:
2
HP = {x| x € R}
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BAB 5
PERSAMAAN IRRASIONAL, FUNGSI
IRRASIONAL DAN GRAFIKNYA

Oleh Suvriadi Panggabean

“Matematika memiliki bilangan yang beragam jenisnya,
salah satunya yaitu bilangan irasional” (Rahmah, 2022). Kita tidak
pernah lepas dari matematika dalam kegiatan sehari-hari. Namun,
kebanyakan orang tidak menyadari bahwa apa yang mereka
lakukan adalah bagian dari matematika. Kegiatan seperti berhitung
dan penjumlahan merupakan salah satu bidang matematika yang
paling mendasar. Terkadang permasalahan yang kita hadapi, dapat
diselesaikan dengan menggunakan prinsip-prinsip persamaan
irrasional. Pada bab ini kita akan membahas persamaan irrasional,
fungsi irrasional dan grafik fungsi irrasional.

5.1 Persamaan Irrasional

Persamaan Irrasional adalah persamaan yang memuat
bilangan irrasional. Bilangan irrasional ialah bilangan yang bukan
rasional. Bilangan irrasional lebih rincinya merupakan suatu

bilangan yang tidak bisa diubah ke dalam bentuk E, dengan

a dan b merupakan bilangan bulat, bisa juga diartikan sebagai

salah satu atau keduanya a dan b bukan merupakan bilangan
bulat, sehingga bukan termasuk bilangan rasional an perlu dicatat
bahwa bukan berarti semua bilangan yang bukan rasional adalah
bilangan irrasional, karena bisa saja sebagai bilangan imajiner”
(KoMa, 2022).
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Menurut (Ridwan, 2021) menyatakan bahwa : “ciri-ciri
bilangan irrasional adalah: (1) Tidak bisa ditulis dalam bentuk

pecahan E, dengan a dan b bilangan bulat serta b # 0; (2) Apabila

diubah dalam bentuk pecahan, angka di belakang koma tidak
terbatas dan tidak bisa habis; dan (3) Dalam bentuk pecahan
desimal, angka dibelakang koma juga tidak memiliki pola dan
pengulangan angka”.

“Persamaan irrasional disebut juga sebagai persamaan yang
memuat variabel atau peubahnya berada dalam tanda akar”
(Sukardi, 2022). Secara umum persamaan irrasional berbentuk

JF(x) = g(x) atau [f(x) = \/g(x), dimana f(x).g(x) =0,

dikarenakan jika f(x).g(x) < 0, maka bukan lagi irrasional,
melainkan imajiner.

Perhatikan beberapa contoh persamaan irrasional berikut ini:

1. V4x+8=2x 12

2x—2=+2x4+5
Val42x +1=vVx2—1
Vx+4=vVx+5

2+ /5= +5-—2x

i W N

Perhatikan beberapa contoh bukan persamaan irrasional
walaupun mengandung tanda akar berikut ini:
1. 3x—5= \."?
2. x/5=5—4/5
3. 1— 2.1’\."? = 5_7:\."5

Contoh bukan persamaan irrasional diatas menunjukkan
bahwa variabel (peubah)nya tidak berada dalam tanda akar, jadi
tidak selamanya bentuk akar adalah irrasional, diperlukan
ketelitian.

72



Dengan memperhatikan beberapa contoh diatas,
diharapkan pembaca dapat membedakan mana yang termasuk
persamaan irrasional dan bukan irrasional. Pada persamaan
irrasional, tanda akar tidak dapat dihilangkan begitu saja, namun
dapat dihilangkan dengan melakukan pengkuadratan pada kedua
ruas.

Menurut  (Edumatik, 2020) mengatakan bahwa:
“persamaan irrasional dapat ditemukan himpunan penyelesaian
nya dengan cara sebagai berikut: (1) syarat terdefenisi yaitu
dibawah tanda akar = 0; (2) kuadratkan kedua ruas; (3) Hitung
nilai variabel yang ingin diselesaikan dan tuliskan himpunan
penyelesaiannya”.

Menurut (Panjaitan, 2022) menyatakan bahwa: “persamaan
irrasional memiliki beberapa bentuk umum” sebagai berikut:
1. Bentuk,/f(x) = c,dengan c = 0 dan syarat f(x) = 0

2. Bentuk,/f(x) = g(x),dengan syaratf(x) = 0N g(x) = 0
3. Bentuk,/f(x) =/ g(x),dengan syaratf(x) = 0N g(x) = 0

Agar semakin paham, pembaca akan diberikan beberapa
contoh dan penyelesaian terkait bentuk umum persamaan
irrasional diatas, sebagai berikut:

Contoh 5.1

Tentukan himpunan penyelesaian dari persamaan vx — 2 = 3
Penyelesaian:

vx— 2 =3 adalah bentuk persamaan irrasional no. 1 diatas
W f(x) =c,dengan c = 0 dan syarat f(x) = 0
1. Syarat terdefinisi:

flx)=0

x—220
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X =2

2. Kuadratkan kedua ruas:

Vvx—2 =3
(Vx=2) =3°
x—2 =9
x =11

3. Jadi, himpunan penyelesaian contoh 5.1 ini adalah x = 11.

Contoh 5.2
Tentukan himpunan penyelesaian dari persamaan

VX—3=-x+5

Penyelesaian:
V3 —x = —x + 5 adalah bentuk persamaan irrasional no. 2 diatas

JF(x) = g(x),dengan syaratf(x) = 0N g(x) = 0
1. Syarat terdefinisi:
flx)=0
x—3 =0
X =3
glx)=0
—x+5=0
—x = —5 (kali (—) kedua ruas, tanda dibalik)
X =5
flx)=0Ng(x)=0= 3=<x<5
2. Kuadratkﬂan kedua ruas:
(Vx=3)°  =(-x+5)
x—3 = x* — 10x + 25 (susun x di ruas Kiri)
x*—10x+25 =x-—3
x*—11x+28 =0
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(x—4)(x—7) =0
x = 4 (memenuhi syarat no.1 diatas)

x =7 (tidak memenuhi syarat no.1 diatas)

3. Jadi himpunan penyelesaian contoh 5.2 ini adalah x = 4.

Contoh 5.3
Tentukan himpunan penyelesaian dari persamaan

V7x—2 =+/5—3x

Penyelesaian:

V7x —2 =+/5 — 3x adalah bentuk persamaan irrasional no. 3
diatas / f(x) = J g(x),dengan syaratf(x) = 0N g(x) = 0

1. Syarat terdefinisi:

flx) =0
Ju—2=10
TJx =2
:{EE
7
glx) =0

5—3x =10

—3x =-5

XEE

L5}

f(x)20Ngx =0 =><x<>
2. Kuadratkan kedua ruas:
(V7x—12)" =(vV5-3x)°

Tx—2 = 5 — 3x (susun x di ruas Kiri)
7x + 3x =5+2
10x =7
x = % (memenuhi syarat no.1 diatas)
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3. Jadi himpunan penyelesaian contoh 5.3 ini adalah x = ﬁ

5.2 Fungsi Irrasional

Fungsi irasional adalah fungsi yang domainnya berada di
bawah simbol akar atau variabel bebasnya berada di bawah simbol
akar. Fungsi irasional juga dapat didefinisikan sebagai fungsi yang
memetakan sekumpulan bilangan real non-negatif ke dirinya
sendiri, sehingga fungsi irasional memiliki kondisi bahwa fungsi
tersebut didefinisikan ketika nilai akar kuadratnya non-negatif.
Bentuk umum fungsi irrasional adalah sebagai berikut:

f(x) =+vax+ b,dengansyarat f(x) = 0,a,b € R.
Perhatikan beberapa contoh fungsi irrasional berikut ini:
1. flx)=+2x+4

2. flx)=+2x+5—-2x+2

3. flx)=v2x*+4x+2

Contoh 5.4

Tentukan domain dan range dari fungsi irasional : f(x) = v2x + 4
Penyelesaian:

Untuk menyelesaikan dan menemukan domain contoh soal
diatas maka kita akan menggunakan syarat tanda dibawah akar
lebih besar sama dengan 0.

f(x) =0
2x+4>=0
2x = —4
X = —2

Dengan demikian daerah asal (domain) dari
f(x) = vV2x + 4 terdefinisipada {x = —2,x € R}
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Untuk menyelesaikan dan menetukan range contoh soal
diatas, maka kita akan mengambil nilai domain x* = —2

disubstitusikan ke fungsi f(x) =+v2x+ 4, maka untuk nilai
x = —2,akan diperoleh: flx)=V2x+ 4
flx)=2(-2)+4

flx)=v—2+4

flx)=+yo=0

Dengan  demikian daerah  hasil (range) dari
f(x) = v2x + 4 akan terdefinisi pada {f(x) = 0,f(x) € R}

5.3 Grafik Fungsi Irrasional
Pada dasarnya, menggambar grafik fungsi irrasional sama
dengan menggambar grafik fungsi linear, atau fungsi lainnya.
Ketika kita menggambar grafik fungsi irrasional, kita mengetahui
kondisi bahwa persamaan simbol akar harus positif atau nol atau
tidak boleh negetif. Hal ini memungkinkan kita untuk menentukan
titik-tittk mana pada sumbu x yang memenuhi kondisi grafik
fungsi.
Adapun, langkah-langkah menggambar sketsa grafik fungsi
irrasional:
e Menentukan syarat dibawah akar
e Mengkuadratkan kedua ruas dari persamaan yang
diberikan
e Persamaan yang diperoleh diubah dalam bentuk x = f(v)
e Mengambil titik uji pada sumbu ¥
e Setelah memperoleh titik-titik (x,¥) gambarkan sketsa
grafiknya
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Contoh 5.5

Gambarlah grafik fungsi irrasional dari: f(x) = vx— 2
Penyelesaian:
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Menentukan syarat dibawah akar
x—2=0

Mengkuadratkan kedua ruas dari persamaan yang
diberikan
flx)=y=vx-2

(»)?*= {x—-2)

}r: =x—2

Persamaan yang diperoleh diubah dalam bentuk x = f(v)
y: =x-2

x =y’ +2

Mengambil titik uji pada sumbu ¥

Jikay =0,makax =0"+2=0+2=2

Jikay =1, makax =1"+2=14+2=3

Jikay = —1,makax=(-1)*+2=1+2=3

Jikay =2,makax =2"+4+2=4+2=6

Jikay =2,makax =(-2)+2=4+2=6

Titik yang diperoleh : (2,0),(3,1),(3,—1),(6,2), (6,—2)
Setelah memperoleh titik-titik (x,¥) gambarkan sketsa
grafiknya



Sumber : https://www.geogebra.org/classic

LATIHAN
1. Tentukan nilai x yang memenuhi persamaan irrasional
berikut:
d vx—4+x =16
e. Vx—4+\Vx—4=4
f. V2x?—3x+5+2x*—-3x=1
g Vx*—16=x+4
h. 3vx?+6x+9=x"+6x+5

2. Tentukan d(ﬂl dan range dari fungsi irrasional berikut:
c. flx)=+x—-2
d f(x)=vx?-—3x+1
e. flx)=vVx—1+2

3. Gambarlah fungsi irrasional berikut:
a. flx)=+x—-2
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b. flx)=24++yx—1
c. flx)=vx*—3x+1
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BAB 6
PERSAMAAN EKSPONEN, FUNGSI
EKSPONEN, DAN GRAFIKNYA

Oleh Agung Prasetyo

6.1 Pendahuluan

Pernahkah anda mengamati bagaimana perilaku perubahan
banyaknya pasien yang terjangkit virus korona (Covid-19)? Meski
tidak persis, mayoritas ilmuwan termasuk matematikawan
berusaha untuk memodelkan banyaknya pasien sekaligus untuk
memprediksi jumlah pasien di masa mendatang. Gambar 6.1
berikut mengilustrasikan bagaimana virus korona menyebar dari
satu orang ke orang lain secara cepat.

Cormavevs (ham of Tramumesien

l \

000000000000 000000020000000000000000000000000000000000000000 000

Gambar 6.1 : Rantai penyebaran virus korona
(Sumber:
https://static01.nyt.com/images/2021/05/13/learning/CoronavirusTransmissi
onGraph2LN/CoronavirusTransmissionGraph2LN-
jumbo.png?quality=75&auto=webp)

Bila diperhatikan, pertumbuhan kasus baru sangat cepat
dan sebanding dengan banyaknya jumlah kasus itu sendiri.
Sederhananya jumlah kasus mengikuti barisan bilangan

1,2,4,8,...,2". Pola pertumbuhan seperti inilah yang disebut
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sebagai pertumbuhan eksponensial. Representasi pertumbuhan
eksponensial dapat dilihat dalam gambar 6.2, yang
mengilustrasikan pertumbuhan kasus harian virus korona di
Afrika.

e N\
1200 7 ¢ Observed

21000 | Fited

2 800 -

& 600

E 400 —

< 200 :

) — “seeves seene®™”
Mar 01 Mar 11 Mar 21 Mar 31 Apr 1

Gambar 6.2 : Kasus harian virus korona di Afrika
(Sumber: Musa, S.S., Zhao, S., Wang, M.H. et al. Estimation of exponential growth
rate and basic reproduction number of the coronavirus disease 2019 (COVID-19)
in Africa. Infect Dis Poverty 9, 96 (2020). https://doi.org/10.1186/s40249-020-
00718-y)

Perubahaan banyaknya pasien yang terjangkit virus korona
dari hari ke hari terus meningkat mulai dari 0 kasus pada 1 Maret
dan mencapai 800 kasus pada 1 April. Meskipun banyaknya jumlah
kasus tidak benar-benar mengikuti aturan eksponen, namun cukup
mendekati grafik fungsi eksponen (Perhatikan kurva berwarna
merah). Pada sub bab selanjutnya, kita akan mengenal lebih jauh
mengenai definisi, sifat, dan grafik dari suatu fungsi eksponen.
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6.2 Fungsi Eksponen

Untuk setiap bilangan real a positif, ada sebuah fungsi
f:R = (0,0) dimana f(x)=a", fungsi semacam ini disebut
sebagai fungsi eksponen. Sebagai contoh kita dapat mengambil
a = 2 untuk memperoleh f(x) = 2¥, selain itu bilangan e (euler)
juga dapat membentuk fungsi eksponen g(x) = e*. Dalam fungsi

eksponen, bilangan a disebut sebagai basis. Perlu dicatat bahwa
dalam hal ini basis dari fungsi eksponen haruslah bilangan positif.
Karena fungsi eksponen merupakan suatu fungsi, maka sifat-sifat
fungsi juga berlaku dalam fungsi eksponen, berikut disajikan
beberapa aturan khusus dalam fungsi eksponen:

1. Jika n bilangan asli, a” = a.a.a ... a sebanyak n buah

perkalian a, untuk melengkapi definisi a® = 1.

—

. . . ﬂ 7 — ™
2. Jikam,nbilangan asli, a® = Va™ = (Va)

r 1

3. Bilax bilanganreal, a™* =—

4, Jika x,y bilangan real, a*.a¥ = a**¥ dan :—j = a* ¥ serta
(@) =a
Perlu diperhatikan bahwa (a™)™ = a™", sebagai contoh
penyangkal kita dapat melihat bahwa (2%)* = 8% = 64 sedangkan
kita juga mempunyai 23° =2% =512 sehingga diperoleh

(2%)* # 2%". Selanjutnya, untuk memeriksa pemahaman Kkalian
mengenai fungsi eksponen, coba selidiki manakah dari fungsi
berikut yang merupakan fungsi eksponen dan mana yang bukan!

1. f(x) =2x3

2. glx) = (Inx)>*1L

3. h(x) = |x|* —x!*!
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6.3 Grafik Fungsi EKsponen

Pada bagian sebelumnya kita telah mengenal dengan baik
definisi dan sifat-sifat yang dimiliki oleh suatu fungsi eksponen.
Selanjutnya kita tahu bahwa suatu fungsi dapat direpresentasikan
dalam sistem koordinat kartesius, dimana sumbu-x menyatakan
domain (pra-peta) dari fungsi sedangkan sumbu-x menyatakan

kodomainnya. Adapun himpunan titik-titik dengan koordinat (x, ¥)
yang memenuhi fungsi eksponen merupakan representasi grafik
dari fungsi eksponen. Grafik fungsi eksponen berupa kurva yang
naik/turun secara bertahap dan relatif cepat. Perlu dicatat bahwa
kurva dapat berupa garis lurus maupun garis lengkung, adapun
dalam hal ini garis lurus selanjutnya hanya disebut sebagai garis

saja. Bila basis dari fungsi eksponen adalah 1 yaitu f(x) = 1* jelas
bahwa untuk setiap x,v bilangan real f(x)= f(v),ini

menunjukkan bahwa grafik fungsi f merupakan garis lurus,
sebagaimana yang ditunjukkan oleh gambar 6.3.

Gambar 6.3 : Grafik fungsi g(x) = 1%

(Sumber : https://www.desmos.com/calculator?lang=id)
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Lebih lanjut, diberikan g(x) = a* dengan nilai basis lebih

dari satu maka berlaku "semakin Kkecil nilai x maka nilai g(x)
semakin mendekati 0” (tetapi tidak pernah menyentuh sumbu-x).

Selain itu, apabila * = 1 kita mempunyai g(x) = a, persisnya
beberapa nilai g(x) disajikan dalam tabel 1.
Tabel 6.1:g(x) =a*,x =1

x g(x)
2 a2
1 a*
0 1
-1 L1
al=-
a
-2 i 1
a “=—
a2

Sumber: dokumen pribadi

Agar lebih memahami grafik dari fungsi g(x), coba
perhatikan gambar 6.4 berikut.
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'

Gambar 6.4 : Grafik g(x) = a*,a > 1
(Sumber : https://www.math.utah.edu/~wortman/1050-text-ef.pdf)

Sementara itu, apabila nilai 0 < a < 1, maka g(x) = a*
semakin kecil nilai fungsinya seiring bertambah besar nilai x nya.
Sebagai contoh, perhatikan bahwa g(1) =a' =a sementara
g(2)=a*, karena 0<a<1 maka dapat kita misalkan
a= i, b € R sehingga berlaku a* = bi < i = a, dalam hal ini jelas
b bukanlah 1 sehingga ketaksamaan berlaku. Secara iteratif, untuk
bilangan-bilangan  bulat x, kita dapat  menuliskan
< g(3) <g(2) <g(1) <g(0) <g(-1) <g(-2) <
9(-3) <+
Lebih lanjut, untuk setiap X%, ER, berlaku
x, < x5, = g(x,) < g(x;). Untuk lebih memahami representasi
dari grafik g(x), coba perhatikan gambar 6.5 berikut.
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Gambar 6.5 : Grafik g(x) =a*, 0 <a <1
(Sumber : https://www.math.utah.edu/~wortman/1050-text-ef.pdf)

Berdasarkan beberapa grafik fungsi eksponensial tersebut,
dapat diidentifikasi bahwa fungsi eksponensial merupakan fungsi
satu-satu dan surjektif dengan kata lain fungsi eksponensial adalah
fungsi bijektif. Fungsi satu-satu dapat ditunjukkan melalui uji garis
horizontal, dimana bila ditarik sebuah garis yang sejajar sumbu-x
maka f(x) memotong garis tersebut tepat di satu titik. Selanjutnya,
fungsi surjektif dapat dibuktikan melalui perilaku kurva f(x) yang
terus bergerak sepanjang sumbu-x, dengan kata lain range f(x)

sama dengan kodomainnya yaitu K. Oleh karena itu, fungsi
eksponensial adalah fungsi bijektif. Untuk lebih memahami grafik
fungsi eksponensial cobalah untuk menelaah lebih jauh mengenai:
1. Grafik fungsi f(x) = e*

2. Grafik fungsi g(x) =m*
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6.4 Persamaan EKksponen

Pada bagian sebelumnya, kita telah mengenal dengan
baik mengenai konsep fungsi eksponensial beserta grafiknya.
Selanjutnya, bagaimana apabila suatu fungsi eksponen
berhubungan dengan fungsi eksponen lainnya? Dapatkah kita
menemukan suatu input apabila dua fungsi eksponen tersebut
dihubungkan dengan tanda sama dengan? Pada bagian ini, kita
akan mengulas mengenai persamaan eksponen, representasinya,
dan solusinya. Persamaan eksponen sederhananya dapat dimaknai
sebagai dua fungsi eksponen yang dihubungkan dengan tanda

sama dengan (=). Sebagai contoh, misalkan kita memiliki fungsi
f(x)=2¥ dan g(x)=3% maka kita dapat membentuk

persamaan eksponen f(x) = g(x) yang setara dengan 2* = 3%,
selanjutnya kita akan mencari tahu mengenai solusinya.

Sebelum  membahas  mengenai metode  dalam
menyelesaikan persamaan eksponen, coba kita perhatikan ilustrasi
dari f(x) dan g(x) yang didefinisikan sebelumnya. Ilustrasi
tersebut disajikan dalam gambar 6.6.

Gambar 6.6 : Grafik fungsi g(x) = 1%

(Sumber : https://www.desmos.com/calculator?lang=id)
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Berdasarkan gambar 6.6, dapat dilihat bahwa kedua grafik
berpotongan di titik (0,1), titik potong inilah yang dimaknai
sebagai solusi dari persamaan f(x) = g(x). Dengan Kkata lain,
solusi dari persamaan f(x) = g(x) adalah bilangan real ¥ yang

memenuhi persamaan f(v¥) = g(v). Selanjutnya, dikarenakan
grafik dari fungsi eksponen merupakan kurva lengkung (bukan
garis lurus) maka mungkin saja kedua grafik berpotongan di lebih
dari satu titik bahkan bisa saja di n buah titik. Untuk lebih
memahami coba jawab quiz berikut!

Diberikan p(x) = g(x) keduanya fungsi eksponen, berikan
contoh rumus fungsinya agar:
a. Kedua grafik tersebut tidak pernah berpotongan
b. Kedua grafik tersebut berpotongan di satu titik
c. Kedua grafik berpotongan di tak hingga titik

Berikut ini  diberikan beberapa aturan dalam
menyelesaikan persamaan eksponensial.

Misalkan b, p, g suatu konstanta dan f(x), g (x), h(x) suatu
fungsi maka,

Aturan 1: b = b7 = p =g

Aturan 2: b7 ) = pate) s £(x) = g(x)

Aturan 3: [h[x])‘f':x} = [h (x])gl:x} maka kemungkinannya:
(i) F00) = g (x)
(i) h(x) = 1
(iii) Bila f(x) dan g(x) keduanya fungsi yang bernilai
positif maka h(x) = 0
(iv) Bila f(x) dan g(x) keduanya ganjil atau keduanya
genap maka h(x) = —1.
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Untuk lebih memahami aturan-aturan tersebut, coba perhatikan
beberapa contoh yang disajikan di bawah ini.

Contoh 1: Selesaikanlah persamaan 2° = 27,

Jawab: Menurut aturan 1 dengan melihat b = 2, g =3 maka
haruslah berlakup = g = 3.

Contoh 2: Selesaikanlah persamaan 3*~* = 3+

Jawab: Menurut aturan 2, f(x) =x —1 dan g(x) = 2x maka
haruslah berlaku * — 1 = 2x mengakibatkan x = —1.

| x| (x%)

Contoh 3: Tentukan semua solusi x'*' = x

Jawab: Menurut aturan 3 kemungkinannya adalah (i) |x| = x*
menurut definisi nilai mutlak diperoleh dua kondisi yaitu :

,x=0 5 o . _
{f;; -0 karena x~ selalu bernilai positif maka hanya dipenuhi

oleh x tak negatif sehingga
x=x"—= (x*—x)=0- x(x—1) = 0 didapat solusi x = {0,1}.
Kemungkinan (ii) mengimplikasikan bahwa x = 1. Kemungkinnan
(iii) dapat diterapkan sebab |x| selalu positif untuk x # 0 dan x*
selalu positif untuk setiap nilai x, dengan demikian berlaku
h(x) = x = 0. Kemungkinan (iv) tidak dapat diterapkan sebab x*
maupun |x| nilainya bisa negatif maupun positif. Jadi, semua solusi

dari persamaan ini adalah x = {0,1}.
Selanjutnya, untuk memperdalam pemahamanmu, coba selesaikan
beberapa latihan soal berikut.

Petunjuk: carilah semua nilai x* bilangan real yang memenuhi
persamaan eksponensial berikut!

1.4 = 64
2. 3.1‘ — 31‘-1
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3._,1.3 — xﬂx
4 (x— 1j.r+l = (x— l)x3+:x—1

5. (Inx) ¥~ = (2Inyx)" "
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BAB 7
PERSAMAAN LOGARITMA, FUNGSI
LOGARITMA, DAN GRAFIKNYA

Oleh Nurul Asma

7.1 Pendahuluan

Pada bab ini akan dibahas tentang persamaan logaritma,
fungsi logaritma, dan grafiknya. Pada bagian awal akan dikenalkan
bagaimana bentuk logaritma melalui sifat-sifat logaritma, serta
permasalahan sehari-hari seperti apa saja yang dapat diselesaikan
dengan bantuan logaritma. Namun, sebelum melangkah lebih jauh
ada baiknya kita berkenalan dengan logaritma. Logaritma
merupakan bagian dari materi matematika peminatan. Penerapan
logaritma sangat banyak ditemukan dalam kehidupan sehari-hari.
Misalnya dalam ilmu kimia, logaritma digunakan untuk mengukur
kadar keasaman suatu larutan. Sedangkan dalam ilmu fisika,
logaritma dipakai untuk menentukan taraf intensitas suatu bunyi.
Lebih luas lagi, logaritma digunakan untuk mengukur besarnya
skala Richter yang biasa digunakan dalam satuan skala suatu
gempa. Sedangkan dalam ilmu perbankan, fungsi logaritma
digunakan untuk menghitung besarnya bunga majemuk
(Wijayanto). Selain itu, beberapa tahun silam Alexander Graham
Bell juga menggunakan logaritma untuk menghitung skala bunyji,
yang mana skala tersebut dinamakan dengan decibel (Ananzih and
etall, 2018).
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7.2 Konsep Dasar Logaritma
Pada dasarnya logaritma merupakan kebalikan dari proses

pemangkatan atau pengakaran. Adapun ilustrasinya adalah sebagai

berikut:

Bentuk akar Bentuk pangkat Bentuk logaritma

a’ = x Vx=a Clogx =1y

Karena logaritma disebut juga sebagai invers atau kebalikan
dari perpangkatan (eksponen), maka hubungannya dengan
eksponen dapat ditulis dalam bentuk berikut:

®logh =¢c - b=aqa"
dimanaa =0,a=1danb >0
Keterangan:
a disebut basis atau bilangan pokok
b disebut numerus atau bilangan logaritma
¢ disebut eksponen dari basis atau hasil logaritma

7.2.1 Sifat-Sifat Logaritma

Seperti telah disebutkan sebelumnya bahwa bentuk
logaritma merupakan kebalikan dari bentuk pangkat, maka sifat-
sifat logaritma dapat diturunkan dari sifat-sifat bilangan
berpangkat. Adapun sifat-sifat logaritma adalah sebagai berikut:
1. “®loga=1
2. “logli=0
3. ®loghc = “logh + “logc
4 ﬂlngf =%logb — “logc
5. “logh™ = n “logh
6. “log"b =("logh)"
7. “logh xlogec ="logc
8

Jika “lcrgg = p,maka “lngi = —p (Sulasmono, 2009)
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7.2.2 Pembuktian Sifat

Seperti yang telah dijelaskan pada bagian konsep dasar
logaritma, bahwa logaritma merupakan invers atau kebalikan dari
eksponen atau perpangkatan. Oleh karena itu, pada bagian ini akan
ditunjukkan pembuktian dari sifat 4 sebagai berikut.

Akan dibuktikan : “lcrgg =%logb — “logc
Misalkan “legh =m dan “lege = n dituliskan dalam

bentuk eksponen, maka menjadi b = a™ danc¢ = a”

m—-n

Selanjutnya ingat kembali sifat eksponen Z_'l =a™ " maka:

Terbukti (Susanto et al., 2021)

7.2.3 Contoh Soal Sifat-sifat Logaritma
Dari sifat-sifat logaritma di atas, berikut merupakan contoh
soal dari beberapa sifat tersebut.
1. flog36 =°log6*
=2 ®logé
=2

2. *log81—?log9 =? lng%

=2 log9
=% log 3°
=2 x*log3
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=2
3. ‘log32 = ‘log4x8
= ‘log4 + “log8
= %log2? + *log 23
=(2x%*log2) + (3 x*log2)
=(2x1)+(3x1)
=2+3
=5
4, ‘log8® =6 x*log8
=6 X ‘log2?
=6 X (3x “log2)
=6 x3IXN1
=18
16 —_ 1
5. log4 = —y
_r
‘log4®
_r
2w Ylog4
1
2x1

b | =

7.3 Persamaan Logaritma

Persamaan logaritma didefinisikan sebagai persamaan yang
numerusnya mengandung variabel dan terkadang bilangan
pokoknya juga mengandung variabel (Sutisna, 2020). Beberapa
contoh persamaan logaritma dapat ditulis sebagai berikut:
1. “log(x—5)+*log(x—7)=1
2. log(x—3) +log(x—4)=log(7x + 4)
3. “log(x+ 3)+*log(x — 4)+*log 2 =* log 15
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4, * Slog(2x +1)+%log 4x =5 log(2x + 4)

Terlihat dari contoh 1 dan 2 di atas bahwa persamaan
logaritma tersebut adalah persamaan logaritma yang numerusnya
mengandung variabel x. Sedangkan untuk contoh 3 dan 4 terlihat

bahwa persamaan logaritma tersebut mengandung variabel x pada
numerus sekaligus bilangan pokoknya.
7.3.1 Bentuk Persamaan Logaritma

Ada beberapa bentuk persamaan logaritma yang paling
umum, antara lain sebagai berikut (Sutisna, 2020).

1. “logf(x)="logp
Artinya, jika ®log f(x) =" logp, maka f(x) =p
Dengan syarat f(x) = 0,

2. “logf(x) =" logf (x)
Artinya, jika “logf(x) =" logf (x), maka f(x) =1
Dengan syarat a # b.

3. “logf(x)="logg (x)
Artinya, jika “logf(x) =* log g (x), maka f(x) = g(x)
Dengan syarat f(x) dan g(x) keduanya bilangan positif.

4. hmlngf(x] =) 150 g (x)
Artinya, jika " Nog Fx) =) log g (x), maka f(x) = g(x)
Dengan syarat f(x) dan g(x) keduanya bilangan positif,
serta h(x) = 0 dan h(x) # 1.

5. A[®logx]* + B[ ®logx]+C =0

Artinya, persamaan logaritma bentuk ke-5 ini adalah
bentuk persamaan kuadrat, sehingga perlu mengubah
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bentuknya ke dalam persamaan kuadrat untuk
memperoleh  solusinya, yaitu dengan memisalkan
“logx = P.

7.3.2 Contoh Soal Persamaan Logaritma
Berdasarkan beberapa bentuk persamaan logaritma yang
telah dibahas di atas, maka berikut beberapa contoh soal tentang
persamaan logaritma.
1. Tentukan himpunan penyelesaian dari
log(x*—4x+5)=1
Jawab:
log(x*—4x+5)=1
“log(x*—4x +5) = *log2
(x> —4x +5)=2
x*—4x+5-2=0
x*—4x+3=0
(x—3)(x—1)=0
x¥x=3ataux=1

Jadi, himpunan penyelesaiannya adalah {3,1}.

2. Jika “log(x*— 5x+ 12) = *log(2x + 2) maka himpunan
penyelesaiannya adalah ...
Jawab:
“log (x* — 5x + 12) = *log(2x + 2)
(x*—5x+12) =(2x+ 2)
x*—5x—2x+12—-2=0
x*—T7x+10=0
(x—5)(x—2)=0
x=>D5ataux =2

100



Jadi, himpunan penyelesaiannya adalah {5,2}.

3. Tentukan himpunan penyelesaian dari
¥ 2log (2x + 2) = ¥* Zog(x + 4)

Jawab:
#log (2x + 2) = ¥ Clog(x + 4)
2Zy+2=x+4
2x—x+2—4=0
x—2=0
x=2

Substitusikan nilai x =2 ke basis 3x— 2, diperoleh

3(2)—2=4. Karena syarat hi{x) >0 dan h(x) =1
keduanya terpenuhi, maka himpunan penyelesaiannya adalah

{2}

7.4 Fungsi Logaritma

Pada sub bab sebelumnya telah disebutkan bahwa
logaritma adalah invers dari eksponen. Oleh karenanya, fungsi
logaritma juga merupakan invers dari fungsi eksponen. Adapun
definisi dari fungsi logaritma adalah sebagai berikut.

Fungsi logaritma dengan a, dengan @ = 0 dan a # 1, sebagai
bilangan pokok merupakan suatu fungsi yang memiliki
bentuk umum sebagai berikut:

y = fl(x) = “logx

Fungsi tersebut di atas merupakan fungsi invers dari fungsi
eksponeny = f(x) = a*

(Sutisna, 2020)
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Ada beberapa syarat yang harus dipenuhi dari fungsi
logaritma

v = f(x) = “logx, yaitu:

1) a adalah basis atau bilangan pokok untuk fungsi
f(x) = “log x dengan ketentuan a = 0 dana # 1
(0<a<1)

2) Daerah asal (domain) fungsi f(x) = “log x adalah
D; = {x|x = 0,x € R}

3) Daerah hasil (range) fungsi f(x) = “logx adalah
Ry = {vly R}

(Sutisna, 2020)

7.4.1 Contoh Soal Fungsi Logaritma

Daerah asal dari fungsi logaritma
flx) = % - *log(x* — 4) adalah...
Jawab:

Daerah asal dari suatu fungsi logaritma ditentukan oleh

numerus logaritmanya. Pada soal ini numerusnya adalah x* — 4,
sehingga daerah asal dibatasi oleh syarat bahwa nilainya haruslah
positif. Maka dapat dituliskan:

x*—4>0
(x—2)(x+2)=>0
x< —2ataux = 2
Jadi, domain fungsi logaritma tersebut adalah
D;={x|x<—-2ataux =2, x € R}
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7.5 Grafik Fungsi Logaritma

Sebelum membahas lebih jauh tentang cara
menggambar sketsa grafik fungsi logaritma, terlebih dahulu
diperkenalkan apa itu grafik fungsi logaritma. Grafik fungsi
logaritma dibedakan menjadi dua, yaitu fungsi logaritma

f(x) = “logx dengan 0 < a < 1 merupakan fungsi monoton

turun dan fungsi logaritma f(x)= “logx dengan a =1

merupakan fungsi monoton naik (Astawan, 2017).

Grafik fungsi logaritma dapat digambar dengan
melakukan beberapa langkah sebagai berikut.

1) Membuat tabel bantu untuk menunjukkan hubungan
antara nilai-nilai x dengan nilai-nilai v = f(x) = “logx.
Beberapa nilai x dipilih agar memudahkan penentuan nilai
¥

2) Titik-titik yang telah diperoleh dengan koordinat (x, v)
kemudian digambarkan pada bidang kartesius untuk
selanjutnya dihubungkan dengan kurva mulus.

3) Maka diperoleh grafik fungsi logaritma v = f(x) = “log x.

7.5.1 Contoh Soal Grafik Fungsi Logaritma dengan Basis

0<a-<1

Gambarlah grafik fungsi v = f(x) = ;lc-gx, dengan x = 0 dan

xE R,
Jawab

Tabel berikut menunjukkan hubungan antara x dengan

v=Ffl(x)= illz:-g:x.

103



Tabel 7.1 : Hubungan antara x dan ¥

x |1 rl1]3]o9

3
1

v = “logx 0 1] -2

Setiap titik-titik (x,¥) yang telah diperoleh pada tabel di
atas kemudian digambarkan pada bidang kartesius untuk
selanjutnya dihubungkan dengan kurva mulus, sehingga diperoleh

grafik fungsi logaritma f(x) = ;1r:rgx sebagai berikut.

Y4

Gambar 7.1: Grafik Fungsi Logaritma dengan Basis 0 << a < 1
(Sumber: Astawan, 2017)

Fungsi logaritma y = f(x) = ;lc-gx merupakan fungsi monoton

turun, karena dari grafik yang diperoleh di atas terlihat jelas bahwa
grafik tersebut turun dari arah kiri atas ke arah kanan bawah.
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7.5.2 Contoh Soal Grafik Fungsi Logaritma dengan Basis @ = 1
Gambarlah grafik fungsi ¥ = f(x) = *logx, dengan x = 0 dan

x E R,
Jawab

Tabel berikut menunjukkan hubungan antara x dengan
y = f(x) = *logx.
Tabel 7.2 : Hubungan antara x dan ¥

x 1 4

y = *log x 0 1

Setiap titik-titik (x,¥) yang telah diperoleh pada tabel di
atas kemudian digambarkan pada bidang kartesius untuk
selanjutnya dihubungkan dengan kurva mulus, sehingga diperoleh

grafik fungsi logaritma f(x) = *log x sebagai berikut.

Y
)

flx) = Nogx

Gambar 7.2 : Grafik Fungsi Logaritma dengan Basis a > 1
(Sumber: Sukardi, 2020)
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Fungsi logaritma v = f(x) = *logx merupakan fungsi
monoton naik, karena dari grafik yang diperoleh di atas terlihat
jelas bahwa grafik tersebut naik dari arah kiri bawah ke arah kanan
atas.
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BAB 8
PERSAMAAN PANGKAT TINGGI

Oleh Syahrullah Asyari

8.1 Pendahuluan

Persamaan pangkat tinggi adalah anggota kelompok
persamaan yang biasa disebut persamaan polinomial. Bentuk
umum persamaan polinomial adalah:

ax*+a,_,x" P+ tax +axt+a,=0
di mana x adalah variabel dan a,,, a,,_+, ..., @5, @, @y adalah

konstanta. Juga 1 harus bilangan bulat positif dan a,, # 0. Dengan
kata lain, persamaan polinomial adalah bentuk polinomial yang
disamakan dengan nol. Sedangkan, persamaan pangkat tinggi
adalah persamaan polinomial berpangkat bilangan bulat positif
lebih dari dua (The Higher Education Funding Council for England,
2015).

Beberapa persamaan polinomial, termasuk persamaan
pangkat tinggi, memiliki nama khusus. Persamaan polinomial
berpangkat satu disebut persamaan linear, seperti yang dibahas
pada Bab 1. Persamaan polinomial berpangkat dua disebut
persamaan kuadrat, seperti yang dibahas pada Bab 3. Persamaan
polinomial berpangkat tiga disebut persamaan kubik. Persamaan
polinomial berpangkat empat disebut persamaan kuartik.
Persamaan polinomial berpangkat lima disebut persamaan kuintik.
Persamaan polinomial berpangkat enam disebut persamaan
sekstik. Persamaan polinomial berpangkat tujuh disebut
persamaan septik. Adapun persamaan pangkat tinggi dengan
pangkat bilangan bulat positif lebih dari tujuh, sejauh ini penulis
belum ketahui nama khususnya. Berikut ini adalah contoh
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persamaan pangkat tinggi: w' —3w—1=0,
Sx®—3x*+x*+7=0, x* 4+ 2x*+3ix*+3+7i =0,
—7x*+x*+9=0,dan t* —t +5 =0,

Persamaan polinomial sebenarnya bukanlah hal baru.
Secara historis, kita dapat menelusurinya sampai masa Babilonia.
Senk et al (1990) menyatakan bahwa pada abad klasik, awal 2000
SM, orang Babilonia telah mengembangkan algoritma untuk
memecahkan masalah menggunakan polinomial kuadrat.
Berikutnya, pengembangan polinomial menjadi kubik dan kuartik
dilakukan di abad modern, di mana kerja awal pengembangan
polinomial tersebut dilakukan oleh bangsa Persia, Cina, dan Italia.
Alhasil, pada 1535, Niccolo Tartaglia menemukan metode
penyelesaian umum persamaan kubik. Tidak berselang lama
setelah penemuan itu, Ludovico Ferrari menemukan metode
penyelesaian umum persamaan kuartik. Selanjutnya, pada 1824,
Niels Henrik Abel membuktikan bahwa tidak ada metode
penyelesaian umum untuk persamaan kuintik (pangkat lima).
Tidak lama setelah itu, Evariste Galois menguatkan pernyataan
Abel bahwa tidak ada metode penyelesaian umum untuk
persamaan kuintik.

Menariknya, pada 1797, hampir dua dekade sebelum Niels
Henrik Abel membuktikan bahwa tidak ada metode penyelesaian
umum untuk persamaan kuintik, Carl Gauss menawarkan bukti
Teorema Dasar Aljabar. Teorema ini menyatakan bahwa setiap
penyelesaian persamaan polinomial dengan koefisien kompleks
adalah bilangan kompleks. Sebagai contoh, persamaan
x®+2x*+3ix*+3+4+7i=0, solusinya adalah bilangan
kompleks. Dengan demikian, bahasan bilangan kompleks pada Bab
13 adalah bahasan kritis agar dapat menyelesaikan persamaan
pangkat tinggi. Untuk itu, sebelum membahas materi ini, pembaca
sebaiknya telah memiliki pengetahuan tentang bilangan kompleks.
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Namun demikian, bahasan persamaan pangkat tinggi di sini
terbatas pada persamaan dengan koefisien real.

8.2 Perkalian Bentuk Polinomial

Persamaan pangkat tinggi biasanya merupakan polinomial
yang kompleks. Untuk itu, dibutuhkan proses pemfaktoran bentuk
polinomial. Menurut The Higher Education Funding Council for
England (2015) pemfaktoran tersebut mengubah polinomial yang
kompleks ke dalam bentuk hasil kali polinomial-polinomial yang
lebih sederhana. Proses pemfaktoran bentuk polinomial ini dapat
dilakukan secara lebih mudabh, jika satu atau lebih faktornya sudah
diketahui.

Agar lebih jelas, kita berikan ilustrasi. Jika ada dua

polinomial dikalikan, sebut saja, (v + 1)(3y — 2), maka kedua
polinomial tersebut sebenarnya adalah hasil kali dari dua
polinomial berpangkat satu (linear). Dengan melakukan ekspansi
tanda kurung, kita peroleh (v + 1)(3y —2) = 3y* + vy — 2, yang
merupakan polinomial berpangkat dua (kuadrat). Dengan
demikian, secara umum, kita dapat memandang polinomial
kuadrat sebagai hasil kali dua polinomial linear.

Dengan cara yang sama dengan ilustrasi di atas, jika dua
polinomial dikalikan, sebut saja, (v — 1)(¥*+ 3y —7), maka
kedua polinomial tersebut sebenarnya adalah hasil kali dari dua
polinomial, yaitu polinomial linear dan polinomial kuadrat.
Kemudian, dengan melakukan ekspansi tanda kurung, kita peroleh
(v—1(v*+3v—-7) =y + 2y  —10v +7. Ini adalah
polinomial pangkat tiga (kubik) yang merupakan hasil kali
polinomial linear dan polinomial kuadrat. Dengan demikian, secara
umum, kita dapat memandang polinomial kubik sebagai hasil kali
polinomial linear dan polinomial kuadrat atau hasil kali dari tiga
polinomial linear. Fakta ini penting dipahami agar memudahkan
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kita dalam memfaktorkan persamaan pangkat tiga, pangkat empat,
pangkat lima, dan seterusnya.

Contoh perkalian bentuk polinomial yang menunjukkan
penerapan proses di atas adalah sebagai berikut :

Contoh 1
Faktorkanlah bentuk p®— 17p*+ 54p — 8, di mana salah satu
faktornya adalah (p — 4)!

Penyelesaian:

Diketahui p — 4 adalah sebuah faktor yang dapat kita tulis sebagai
berikut.

p®—17p°+ 54p — 8 = (p — 4) X (sebuah polinomial kuadrat)
Polinomial yang belum diketahui tersebut harus polinomial
kuadrat, karena bentuk di ruas kiri adalah kubik dan p — 4 adalah
linear. Misalkan kita menulis bentuk kuadrat sebagai
ap® + bp + ¢, di mana g, b, dan ¢ adalah bilangan tidak diketahui
yang perlu kita ketahui. Selanjutnya,
p?*—17p*+ 54p—8=(p —4)(ap® + bp +¢)

Dengan menghilangkan tanda kurung pada ruas kanan dan
mengumpulkan suku-suku sejenis, kita peroleh:
p*—17p°+54p—8=ap®+ (b—4a)p” + (c— 4b)p — 4c

Berikutnya, penting diingat bahwa suku sejenis adalah
suku-suku yang melibatkan pangkat yang sama dari variabel p.
Suku sejenis terkait dengan menyamakan koefisien, karena
menyamakan Kkoefisien berarti membandingkan Kkoefisien tiap
suku pada ruas kiri dengan suku yang bersesuaian yang ada di ruas

kanan. Dengan demikian, jika kita melihat pada suku-suku p* yang
ada di tiap ruas, kita melihat bahwa p* = ap® yang menyatakan
bahwa a pasti 1. Dengan cara yang sama, dengan menyamakan
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koefisien p?, kita peroleh —17 = b — 4a. Jika a = 1, kita peroleh
—17 = b — 4, sehingga b pasti sama dengan —13. Terakhir,
menyamakan suku-suku konstanta dan kita peroleh —8 = —4c,
sehingga ¢ = 2.

Untuk mengecek hasil yang diperoleh, kita lihat koefisien x
untuk memastikan apakah kedua ruas sudah sama. Sekarang, kita
ketahui @ =1, b = —13, ¢ = 2, sehingga bentuk polinomialnya
dapat kita tulis: p* — 17p*+ 54p — 8 = (p — 4)(p* — 13p + 2).

Selanjutnya, diberikan juga cara lain yang lebih umum dari
cara sebelumnya untuk memperoleh perkalian bentuk polinomial,
yaitu pembagian sintetis (skema Horner). Namun, sebelum
menguraikan lebih lanjut cara ini, penting diperkenalkan istilah
persamaan polinomial monic. Persamaan polinomial monic, yaitu
persamaan polinomial, di mana variabelnya yang berpangkat
tertinggi memiliki koefisien 1. Dalam menyelesaikan persamaan
pangkat tinggi, terlebih dahulu kita biasanya membagi persamaan
itu dengan Kkoefisien variabel berpangkat tertinggi agar
koefisiennya menjadi 1 (Sam Houston State University, 2013).

Anggaplah ada persamaan polinomial monic dengan sebuah
akar tertentu, sebut saja, f(g)=g"—a,q" *+--+a,=0
memiliki akar qg=8. Maka, ada polinomial
g™t +b gt 4++b,_, =0, sedemikian sehingga
(f}' _ ﬁj[f}'u_l + blqu—l + -+ b:'—iq”_r + brqu—r_l 44
b”_lj — q.:'z_|_ ﬂlqn—l_l_ R arqn—;u_'_ et a,

Dengan membandingkan koefisien suku g™, kita temukan
bahwa b, — fb,_, = a,, dan koefisien b,. dapat dihitung secara

rekursif dari b, =a, + 8b,._,, dengan b, = 1. Tanpa Kesulitan,
kita peroleh:
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by =a,+8;

bf = O3 + ﬂj_JB +ﬁ:: bu = a, + Iﬂ:lz—j_lﬁ L JB” = f(ﬁ) =0.
Agar lebih mudah, kita dapat menggunakan skema berikut
(Froberg, 1969), jika persamaannya berupa persamaan polinomial
monic.

1 fy i, wee 1 e
a a,f + B
1 a+f a,+a, 8+ ..b,

Pada skema di atas, tiap suku pada baris kedua diperoleh

melalui perkalian dengan @ dari suku sebelumnya pada baris
ketiga, dan tiap suku pada baris ketiga diperoleh melalui

penjumlahan dari suku-suku di atasnya. Jika f adalah akar dari
persamaan polinomial itu, maka Kkita peroleh b, = 0. Tapi, jika

bukan akar dari persamaan polinomial itu, kita peroleh b,, = f(£).
Dengan demikian, skemanya dapat juga digunakan untuk
komputasi nilai numerik dari suatu polinomial dengan nilai yang
telah diketahui untuk variabelnya. Namun demikian, penggunaan
skema ini untuk komputasi nilai numerik tersebut tidak dibahas di
sini.
Contoh 2

Persamaan k®— 17k* + 54k — 8 = 0 memiliki tiga akar,

salah satunya adalah k = 4. Artinya, salah satu faktor dari

persamaan tersebut adalah k — 4. Faktor yang lain dapat kita
peroleh dengan mekanisme pencabutan akar tersebut melalui
skema berikut.

114



1 —17 54 —8 4
4 —52 8
1 —13 2 0
Dengan proses tersebut, kita memperoleh hasil yang sama
dengan proses sebelumnya: k*—13k+2=10. Artinya,
k* — 13k + 2 adalah faktor yang lain dari persamaan tersebut.
Dengan demikian, dapat ditulis k®— 17k*+54k—8=0
= (k—4)(k*—13k+2)=0.

8.3 Menyelesaikan Persamaan Pangkat Tinggi
Sebelum menyelesaikan persamaan pangkat tinggi, perlu
diingat bahwa akar-akar suatu persamaan pangkat tinggi adalah
nilai-nilai dari x yang memenuhi persamaan itu. Sebagai ilustrasi,
misalkan, x; = —1, x, =1, dan x; =0 adalah akar-akar dari
persamaan: x* — x = 0. Untuk memeriksa, apakah nilai-nilai x
tersebut adalah akar-akar dari persamaan x* — x = 0, kita dapat
mensubtitusi setiap nilai secara bergiliran ke bentuk x®—x
menjadi: (—1)*—(-1)=-1+1=0. Dengan demikian,
x, = —1 adalah akar persamaan itu. Cara yang sama dapat
digunakan untuk memverifikasi dengan mudah bahwa x, = 1 dan

x5 = 0 juga adalah akar-akar dari persamaan itu.

Selanjutnya, untuk menentukan akar-akar persamaan
pangkat tinggi, perlu diketahui setidaknya empat sifat, yaitu akar-
akar tak real, irrasional kuadrat, aturan tanda Descartes dan akar-
akar rasional (Nielsen, 1958).

Pertama, akar-akar tak real berlaku pada pasangan

sekawan, yaitu jika @ + bi adalah sebuah akar, maka a — bi juga
adalah akar.
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Kedua, mengenai irrasional kuadrat, jika a + Vb adalah

sebuah akar, maka a — b juga adalah akar.
Ketiga, banyaknya akar positif dari suatu persamaan

f(x) = 0 dengan koefisien real tidak boleh melebihi banyaknya

variasi tanda dalam polinomial f(x), sedangkan jumlah akar
negatif tidak boleh melebihi banyaknya variasi tanda dalam

polinomial f(—x). Variasi tanda terjadi, jika dua suku berurutan

dalam f(x) berbeda tandanya. Adapun untuk menentukan f(—x]),
cukup dengan mengubah tanda pada suku berpangkat ganjil.

Keempat, jika sebuah bilangan rasional S berada pada suku-
suku terendahnya dan merupakan sebuah akar dari persamaan:
a,x"+a, x" '+ tax*taxta,=0
dengan Kkoefisien integral, maka & adalah faktor dari a, dan ¢

adalah faktor dari a,,.

Untuk menyelesaikan persamaan dengan bentuk seperti itu,
kita terlebih dahulu menentukan jumlah maksimum akar positif
dan akar negatif. Kemudian, kita menentukan akar rasional dan
mereduksi persamaan dengan memfaktorkan akar-akar rasional.
Terakhir, ketika kita sudah sampai pada persamaan kuadrat, kita
selesaikan persamaan itu dengan menggunakan rumus kuadrat
(Nielsen, 1958).

Agar cara menyelesaikan persamaan pangkat tinggi seperti
yang dikemukakan oleh Nielsen (1958) menjadi lebih jelas, maka
diberikan ilustrasi sebagai berikut.
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Contoh 3
Selesaikanlah persamaan: 8x* — 18x* + 2x* +7x —6 = 0

Penyelesaian:

flx): 4+ — + + —
Ada tiga variasi tanda pada f(x).

Flx)i 4 + 4 — —

Ada satu variasi tanda pada f(—x).
Faktora, = —6: + 1,+2,+3, t6.
Faktora, =8: £ 1,12, 14, 18.

Dengan demikian,
Z=2.41,42,43,46,+ 5,41, 55,+5, £,
c By g8'— 2 4 g

Pertama, kita coba-coba bllangan bulat, kemudian mencari:
f(x) = 0 dengan menggunakan pembagian sintetis. Kita peroleh:

8 —18 2 7 —6| 2
16 -4 -4 6
8 -2 -2 3 0
Sekarang, persamaannya sudah tereduksi ke persamaan kubik:
8x®—2x*—2x+3=0

Kita peroleh:
8 -2 -2 3 3
4
—6 6 -3
8 -8 0

Persamaannya kemudian tereduksi menjadi:
2x*—2x4+1=0
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1 ;

+

b3 | =

Selanjutnya, dengan rumus kuadrat, diperoleh: x = i. Dengan

demikian, akar-akarnya adalah 2, — % ,% + %1

Contoh 4
Selesaikanlah persamaan: 6x* + x* — 26x* — 4x+ 8 =0

Penyelesaian:
Ada tidak lebih dari dua akar positif dan juga tidak lebih dari dua
akar negatif. Selanjutnya,
Faktora, = 8: + 1,42, +4,48.
Faktora, = 6: +1,%+2,£3,16.
Dengan demikian,
T=T41,32,44,38, 1,3

dengan coba-coba,
6 1 —26 —4 8 | 2

A

b3 | =

,+o, 4
]

[

Tt g. Selanjutnya,

Wl | b

12 25 0 —8
6 13 0 —4 0
—-12 -2 4 -2
6 1 -2 0
3 2 1
2
6 4 0

a+4=mx=_§

"

Dengan demikian, akar-akarnya adalah: 2, —2, %, -3

Bahasan lebih lanjut mengenai cara menyelesaikan
persamaan pangkat tinggi adalah sebagai berikut.
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8.4.1 Solusi Umum Persamaan Kubik, Jika Semua Akarnya
Tidak Diketahui
Setiap persamaan polinomial melibatkan dua langkah
berikut untuk mengubah polinomial ke polinomial yang lebih
sederhana (Sam Houston State University, 2013).
1. Terlebih dahulu membagi persamaan dengan suku
terdepan yang membuat polinomial monic, di mana pangkat
tertinggi dari x memiliki koefisien 1. Proses ini tidak

mengubah akar-akar.

2. Selanjutnya, pada
ax"+a, x"t+--+a,x*+a,x+a; =0, subtitusilah
xX=y— “":!"- untuk memperoleh persamaan, tanpa suku

berderajat n — 1. Karena langkah ini dapat dibalik, maka

solusi terhadap persamaan ini juga menjadi solusi untuk
persamaan semula.

Dua langkah di atas berlaku pada persamaan polinomial
secara umum. Dalam kaitannya dengan penyelesaian persamaan
kubik, jika semua akarnya tidak diketahui, seperti yang telah
dilakukan oleh Gerolamo Cardano, adalah dengan terlebih dahulu
menjalankan kedua langkah di atas sebagai berikut.

1. Membuat polinomial monic dengan cara mengubah
koefisien dari suku pertama polinomial kubik
x? + a,x* + a,x + ay menjadi 1.

2. Selanjutnya, subtitusilah x =1y —% untuk memperoleh

persamaan, tanpa suku berderajat dua. Ini melahirkan
persamaan berbentuk x® + Cx — D = 0.

Selanjutnya, Cardano menuliskan kembali persamaan ini

dalam bentuk x®+ Cx—D = 0. Dia kemudian mengingatkan
identitas aljabar berikut.
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(a —b)®+3abla—b) =a® —b% ... 1)
Diketahui x* + Cx = D, tetapkan bahwa:
ab=§, a®—b*=Q, danx=a—b
Selesaikanlah sistem ini dengan mensubtitusi. Misalnya, kita
dapat mensubtitusi @ dengan % (dengan menggunakan persamaan

pertama), kemudian mensubtitusi ke persamaan kedua untuk

memperoleh:
I 3
—] —b*=D
(55)

Mengalikan dengan b?, kita peroleh:
3

yang merupakan persamaan kuadrat dalam b°. Tuliskan

kembali persamaan ini sebagai berikut.
3

C
b®)? Dba—(—) =0
(6°)" + 3
sehingga,

di mana diskriminan & adalah

\3 2
Sekarang, ada tiga solusi yang mungkin untuk persamaan
(2). Kemudian, dengan menggunakan rumus Euler:

e'® =cosa +isina ... (3)
kita akan menciptakan unsur
2 1 /3
f=e3 =——+—i
2 2
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Ingat, 8° =1 dan (6°)°* =1, sehingga 1, &, dan 8-
semuanya adalah akar kubik dari 1.

Dengan menggunakan &, kita dapat mengetahui bahwa
sebarang bilangan real memiliki tiga akar kubik. Jika diketahui satu

akar kubik, #, maka akar kubik yang lain adalah €8 dan & 8.
Kita menggunakan ini untuk menyelesaikan persamaan (2)

dengan mencabut akar kubik dari —fi + /8. Kita menyebutnya

sebagai satu solusi khusus f. Solusi lain untuk persamaan (2)
adalahb = 8 dan b = 8°8.

Tiap solusi untuk persamaan (2) memberikan nilai untuk a,
sehingga ab = g. Misalkan w = % Selanjutnya, @ — f, w8~ — B8,

dan w8 — f67 adalah semua solusi untuk persamaan kubik.

Contoh 5
Tentukan semua solusi untuk
23— 6X =4 e, (4)
Penyelesaian:
Di sini, € = —6 dan D = 4 dan dengan demikian, diskriminannya
adalah

§ =—8+4=—4, sehingga /& =2i. Oleh karena itu,
b® = -2 +2i,
Kita memilih tanda dan menyelesaikan persamaan kubik

b¥ = —2+2i, Tullslah —2+ 2i dalam bentuk polar w’S(E** ).
Laly, b® = “8&4 * memiliki solusi khusus: b= “294 =141
Tetapkanlah, w = _.'3’_: = :—; e_;:‘ =— “29_4_‘ = w.,“ze%i. Atau, dalam
bentuk kartesius, &w = —1 + i. Selanjutnya,
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x=w—f=(—1+i)—(1+i) =-—2 adalah satu solusi untuk
persamaan kubik. Tetapi, masih ada solusi yang lain.

Jika x, = w — 8 adalah solusi, maka begitupun dengan:

8w, 4w, - 25T
2 = —t _—i -t _—t ~ —t
xq=m9'—ﬁﬁ'=“2(e4 es —e4ea)= "2(9'-5 —

o T -

e—] V(e —e=')

dan

Dengan rumus Euler, e® +e™™ = 2cosa. Sehingga,
jawaban kita ekuivalen dengan:

.= 2»,“2::05(1 )danxa = Emfzccrsc }

Nilai cos(i—ﬂ) tidak langsung tampak, tetapi kita dapat
menentukannya  dari  identitas  trigonometri.  Karena

7 7 ltcosia
cos2a = 2cos“a — 1, makacos~a = . Dengan demikian,
— _—
T |1 3 .
CDSi—ﬂ:H|:+T, sehingga x, =8 |—+—— [4 +24/3.

Kemudian, dengan cara yang sama, kita dapat menentukan x5, di
—————
mana jawaban akhir yang akan diperoleh adalah: x, = v 4 + 2v'3

| ———
dan x; = — 4 — 23
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Contoh 6
Selesaikanlah persamaan kubik Euler berikut.

23— 6x=9 . (5)
Penyelesaian:
Karena (a—b)*+3ab(a—b)=a®—b% kita tetapkan
3ab = —6dana® — b* =9,
Misalkan, C = —6;D =9
Selanjutnya, a = — ;, (—%)3 —b*=09
Sehingga,
—8—b*=9b%ataub® +9b° +8=0
Pandanglah ini sebagai bentuk kuadrat dalam b?, sehingga
(b3)*+ 9% +8=0= (B +8)(B° +1) = 0. cosevrrerrrrree (6)
Oleh karena itu, b* = —8 atau b® = —1, sehingga, a =1 dan
x=a—b=3,

Jika b= —1, maka a = —2 dan x = a — b = 3, sehingga
memilih faktor lain tidak memberikan informasi baru. Kita telah
memperoleh satu solusi, x = 3. Untuk memperoleh solusi yang
lain, tetapkan £ = —2 sebagai solusi untuk persamaan kubik (6),
sehingga £* = —8 dan misalkan @ = 1 adalah pilihan yang sesuai
untuk @. Selanjutnya, b = 6 = —28 adalah juga solusi untuk
kubik tersebut dan dalam Kkasus ini @ = @8 = 8* adalah pilihan

yang sesuai untuk . Maka, solusi kedua adalah
, 1 3 —
x=a—b=6%+26 =(—E—%i)+ (-1 +V3i)

1 —
= E [:—3 + ‘0'131'?]
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Jika kita peroleh a =wf dan b= 867, maka solusi
akhirnya adalah:
x=a-b=0+20°=(-3+20)+ (-1-v3i)=1(-3-
\.."EI']

Dengan demikian, kita peroleh ketiga solusi persamaan kubik:
3,%(—3 +/31), dan% (—3 — V/31).

8.4.2 Solusi Persamaan Kubik, Jika Salah Satu Akarnya
Diketahui
Jika salah satu akar persamaan kubik diketahui, dapat
dilakukan cara pemfaktoran atau pembagian sintetis. Pada contoh
berikut, ditunjukkan cara pemfaktoran.

Contoh 7

Misalkan bentuk polinomial t* —17t* + 54t — 8 dilambangkan
dengan P(t). Periksalah apakah t =4 adalah solusi dari
persamaan P(t) = 0. Tentukanlah solusinya yang lain!

Penyelesaian:

Kita subtitusi t = 4 ke bentuk polinomial P(t):

P(4) =43 —17(4*) +54(4)—8=64—2724+216—-8 =0
Jadi, ketika t = 4, ruas kiri sama dengan nol. Dengan

demikian, t =4 adalah solusi dari persamaan ini. Dengan

mengetahui bahwa t = 4 adalah akar, selanjutnya dapat kita

nyatakan bahwa (t —4) pasti merupakan faktor dari P(t). Oleh

karena itu, P(t) dapat ditulis kembali sebagai hasil kali suku linear
dan suku kuadrat:

P(t) =t% — 17t* + 54t — 8 = (t — 4) X (polinomial kuadrat)
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Polinomial kuadrat telah ditemukan pada tugas
sebelumnya, sehingga kita menyimpulkan bahwa persamaan yang
dimaksud dapat dituliskan:

P(t)=t*— 17t +54t—8=(t—4)(t* —13t+2)=0
Pada bentuk ini, kita mengetahui bahwa t —4 =0 atau

t* —13t+ 2 = 0. Persamaan pertama memberikan hasil t = 4
yang sebelumnya sudah kita ketahui Persamaan kedua harus
diselesaikan dengan menggunakan salah satu dari metode-metode
yang dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan kuadrat
yang dibahas pada bab sebelumnya. Sebagai contoh, dengan
menggunakan rumus kuadrat, kita peroleh:

—bh+v b —4dac

t = ———,dengana = 1,b=—-13¢c=2
134 /(—13)*— 412
B 2
B 13 ++/161 B 13 + 12.6886
B 2 B 2

Jadi, t, =12.6886 dan t; =0.1557 adalah akar-akar dari
t* — 13t + 2. Dengan demikian, ketiga solusi dari P(t) = 0 adalah
t, =4 t, = 12.6886, dan t; = 0.1557.

Contoh 8
Selesaikanlah persamaan z®+ 8z + 16z +3 =0, jika
diketahui salah satu akarnya: z = —3!

Penyelesaian:

Diketahui z = —3 adalah akar yang menyatakan faktor
linear dari persamaan kubik tersebut. Oleh karena itu, persamaan
kubik dapat dinyatakan sebagai:

z3+8z°+16z+3 =(z+ 3)(az* + bz +¢)
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di mana a, b, dan c¢ adalah konstanta. Ini dapat diperoleh
dengan menjabarkan ruas kanan, sehingga diperoleh:

234+ 8z +16z+3 =az* +(3a+b)z*+(3b+c)z+ 3¢

Berikutnya, samakan Kkoefisien z*® untuk memperoleh a.
Dengan demikian, diperoleh: a = 1. Selanjutnya, samakan suku
konstanta untuk memperoleh ¢. Dengan demikian, diperoleh:
3 = 3¢, sehingga ¢ = 1. Lebih lanjut, samakan koefisien x* untuk
memperoleh b. Dengan demikian, diperoleh: 8 = 3a + b, sehingga
b = 5. Akhirnya, kita memungkinkan untuk menulis persamaan itu
menjadi: (z+ 3)(z*+ 5z+ 1) =0

Jadi, z + 3 = 0 atau z®+5z4+1=0. Sekarang, selesaikan
bentuk persamaan kuadrat dengan menggunakan salah satu dari

metode-metode yang dapat digunakan untuk menyelesaikan
persamaan kuadrat yang dibahas pada bab sebelumnya.

Selanjutnya, diperoleh: z, = —4,7913 dan z; = —0,2087. Dengan
demikian, ketiga akar persamaan z®+ 8z°+ 16z +3 adalah
z,=—3,z,=—4,7913, danz, = —0,2087.

8.4.3 Solusi Umum Persamaan Kubik, Jika Semua Akarnya
Tidak Diketahui
Setelah del Ferro dan Tartaglia menyelesaikan persamaan
kubik umum (dan hasilnya diungkap ke publik oleh Cardano),
matematikawan kemudian berkonsentrasi pada persamaan
pangkat empat (kuartik). Murid Cardano, Ferrari, sekitar tahun
1540 menyarankan metode umum untuk menyelesaikan

persamaan kuartik, yaitu: x* + px* 4+ gx +r = 0 (Sam Houston
State University, 2013).

la menuliskan kembali soal tersebut agar soal itu tampak
melibatkan bentuk kuadrat: (x*+k)* = kx* — Ix + (k* —m).
Sekarang, masukkan variabel baru ¥ dan jabarkan (x* + k + ¥)*
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dengan harapan bahwa ruas kanan,
(k+2y)x® —lx + (k* —m + 2ky + ¥*) —I* adalah kuadrat
sempurna. Jadi, kita terlebih dahulu perlu menyelesaikan untuk v.
A+ 2v)EF—m+2ky+y7) =P =0 oo, 7N
Karena persamaan (7) adalah persamaan kubik, kita sudah
ketahui bagaimana mengerjakannya. Dengan kata lain, bentuk
persamaan kuartik, kita jadikan bentuk monic, kemudian
mengubahnya menjadi persamaan yang lebih sederhana,

masukkan ¥, dan selesaikan bentuk kubik yang sesuai untuk .
Setelah ini dilakukan, selanjutnya kita selesaikan persamaan
kuadrat

(x*+k+v)*=(k+2v)x* —Ix + (k" —m+ 2ky + v*) untuk
memperoleh x.

Selain cara itu, Tehrani (2020) menyatakan bahwa
persamaan kuartik yang dapat dituliskan sebagai berikut.

f(sj =S4+’515‘3+535:+635+ £4=ﬂ .......................... (8)
di 5 adalah variabel, sedangkan &,, -, &5, dan &, adalah konstanta.

Jika s =z — (%j, persamaan di atas dapat dinyatakan dalam z

menjadi persamaan kuartik yang direduksi:

FUZ) = 2 D% G2 F 1 et 9)
di mana:

5.8 5,28, 5.4
— 5 _(13) 19) (%
r * 4 * 16 256

Persamaan (9) dapat difaktorkan menjadi dua persamaan
kuadrat seperti yang ditemukan oleh Descartes (Froberg, 1969).

127



Selanjutnya, Jika A, dan A, adalah dua akar persamaan kuartik ini
ditulis dalam dua persamaan kuadrat, maka bentuknya adalah
sebagai berikut.
flz)=(z _‘41](3_‘4:](3:+ az + b)

=[22 - (4, + 4))z + A, 4,][2° + az + b]

Jika A4, +4, =y dan 4,4, =4, dengan membandingkan
persamaan ini dengan persamaan (9), kita peroleh:
a=A4,+4;, =y

dan
e e (10)
g € ) R (11)
F= DA e (12)

Dengan menyusun kembali persamaan (10) dan (11) dan
mengkuadratkan kedua ruas, kita peroleh:

P+ ¥ ) =(B+ )% e (13)
(f) = (A= D)2 oo (14)

Dengan mengurangkan persamaan (14) dari (13),

kemudian mengganti b4 dengan r dari persamaan (12), kita
peroleh:

vz _ (27 _
(p+7v%) (P] AT oo (15)
Dengan mengalikan persamaan ini dengan ¥ =, kita peroleh:
v+ 2oyt +(pP—4r)yi—g*=0..... (16)

Jika ¥* =wu, persamaan (16) dapat dituliskan kembali
sebagai berikut.

f(tj = u’a + allf,: + Qo U + g = L) I (17)
dimana, @, = 2p, @, = p* —4r,dana; = —q°~.
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Persamaan kubik (17) memiliki paling sedikit satu akar real

4. Akar tersebut dapat ditemukan dengan menggunakan metode
penyelesaian persamaan kubik yang telah dibahas sebelumnya.
Oleh karena itu, di sini tidak diuraikan kembali. Selanjutnya, karena

u = y°, maka kita dapat mensubtitusi w4, sebuah akar real dari
persamaan kubik tersebut, pada persamaan (10) menjadi:

ptu, =b+4

dan b =§ dari persamaan (12). Dengan demikian,

ptu, =i+ (E),sehingga:

yang dapat diselesaikan untuk 4.
Setelah menemukan it; dan 4 = 4, 4,:
A+ A4, = 1,.’{?1
A A, =1

Persamaan-persamaan ini dapat diselesaikan untuk 4, dan
A, yang merupakan dua akar persamaan (9). Akar berikutnya dari
persamaan itu, A; dan A, dapat ditemukan dengan
menyelesaikan:

2P+ u, %z + C—J =0 e (19)

Selanjutnya, akar-akar persamaan (8) dapat ditemukan dengan

mengurangkan % dari nilai akar-akar f(z).

8.4.4 Solusi Persamaan Kuintik

Prosedur menentukan akar-akar dari persamaan pangkat
tinggi dengan pangkat bilangan bulat lima dan seterusnya adalah
sebagai berikut.

f(.‘k’) = 47 + 51_‘1'”_1 + szn—i + 532.;-:—3 + - +5n =0
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di mana §,,0,,04,5,, adalah konstanta. Juga, n adalah bilangan
bulat positif.

Untuk menyelesaikannya, pertama-tama, tentukan f(x) di
—1,0,+1. Jika ada akar, pisahkan dengan pemfaktoran.
Selanjutnya, tentukan f(x) di sekitar |r| =1 (misalnya,
—1.1,—09,+0.9, dan +1.1). Jika ada perubahan tanda pada
daerah hampiran itu, gunakan iterasi berturut-turut di antara dua
titik yang memberikan tanda berlawanan untuk f (x) agar kita
dapat memperoleh akar real dan memisahkan akar itu dengan
pemfaktoran.

Bn

Lanjut, jika || <1, hitunglah k, = (62

- 45:1—2 6:: j

n—L

Kemudian, apakah k, = 0? Jika k, > 0, tentukan f(x) di

= %, di mana s, = [k,]*®. Lalu, hitunglah f(x) di
éﬂ

n—-1

tanda yang berlawanan, carilah akar real di antara titik-titik itu

x=— . Jika pada dua dari titik-titik ini, f(x) memiliki tanda-

dengan iterasi berturut-turut (Jika k&, = 0, gunakanlah titik %

n-2

dan — ,'5"‘ ).
Selanjutnya, jika k; < 0, carilah f'(x) di (— 55“ ) dan sebut
sebagai m,. Selanjutnya, tentukan: x, = (——%), f(x,) =¥,

Eﬂ—;

Xy =X, — (%). Berikutnya, carilah f(x,). Lalu, jika f(x,) dan

f(x,) tandanya berlawanan, carilah akar real di antara kedua titik

itu dengan iterasi berurutan dan pisahkan dengan pemfaktoran
_5;

(Jika k, = 0, gunakan —&, dan —* sebagai dua titik).

-
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Lebih lanjut, jika k, < 0, carilah f'(x) di x = —4§,, dan

sebut sebagai mn., x3 = —4&,, f(x3) =y;, dan x,=x; — (ii)-

Kemudian, hitunglah f(x,). Laluy, jika f(x3) dan f(x.) tandanya
berlawanan, carilah akar real di antara x5 dan x, dengan iterasi

I:""q."l.
|6, < 1, fokus berikutnya mestinya adalah pada penentuan akar-
akar di sekitar || = 1,

Terakhir, jika faktorisasi polinomial kuintik telah tereduksi
ke kuartik, selanjutnya gunakan prosedur penyelesaian persamaan
kuartik yang telah dibahas sebelumnya untuk menentukan akar-
akar lain yang belum diketahui.

Contoh 9
Selesaikanlah persamaan berikut.

flz) =z —8z*— 2123+ 8z —4z+ 240=0

= 1 dan

berurutan dan pisahkan dengan pemfaktoran. Jika

Penyelesaian:

Dari persamaan itu, §,= —8, §,=—-21, §;=8, §,=—4,
&z = 240. Kemudian, dengan cepat dapat ditentukan bahwa
polinomial tersebut tidak memiliki akar di —1, 0, +1.

& 240 . .
—1 | ==— = 0. Ini berarti
Gz 2

|6, = 8.Iniberarti |5,| = 1

k, = 8,° —46, = 8% —4(—21) = 148.Ini berartik, > 0
s, = [k,]%® = 12,16

Batas dari suatu akar, yaitu% = —2,08;10,08
f(—2,08) = 283,23

f(10,08) =978,12

f(=8,) = f(8) = —10032

il

Iﬂ"‘."l—'_

=1
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Iterasi berturut-turut dimulai dari titik-titlkk di 8 dan 10,08,
sehingga diperoleh:

r = 10 setelah tujuh iterasi.

Dengan pemfaktoran:
fi(2) =%=z4+223—z:—22—24
- _

Untuk memperoleh akar-akar dari fungsi kuartik f; (z), kita
dapat menggunakan prosedur penentuan akar-akar persamaan
kuartik yang telah diuraikan di atas. Dengan demikian,

z=x— ; =x —0,5dan f,(x) = x* — 2,5x2 — 23,4375,

Akar-akar dari f; (x) ditemukan pada x = +2,5 dan akar-akar dari
f1(z) ditemukan sebagai:
r,=—25—0,5=—3
r,=25-—05=2
Selanjutnya, dengan pemfaktoran:
f(z) ,
fi2) = z—2)(z+3) - TFT?
Berikutnya, menetapkan: f> (z) = z* + z + 4, diperoleh:
ry 1z = —0,5 + 1,936i
Oleh karena itu, diperoleh akar-akar dari persamaan kuintik

tersebut, yaitu: —3, 2, 10dan (—0,5 £ 1,9361).

8.4.5 Solusi Persamaan Sekstik

Sebelumnya telah dikemukakan prosedur menentukan
akar-akar dari persamaan pangkat tinggi dengan pangkat bilangan
bulat lebih dari empat. Artinya, cara sebelumnya juga dapat
digunakan untuk menentukan solusi dari persamaan sekstik,
persamaan septik dan seterusnya (Tehrani, 2020). Meskipun
demikian, di sini akan diberikan cara lain untuk memperkaya
alternatif penentuan solusi persamaan sekstik (Kulkarni, 2008).
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Misalkan persamaan sekstik,
xftaxttaxttaxitaxitaxta,=0.... (20)
di mana g, ay, @, @5, @, @ adalah koefisien real pada

persamaan di atas. Perhatikan persamaan sekstik yang lain seperti
yang ditunjukkan di bawah ini.
(3 + Box + Bix+ By)* — (¥ +yx + 1) =0....., (21)

di mana ;. . B dan y,.¥,.¥. adalah koefisien yang tak
diketahui pada polinomial kubik dan polinomial kuadrat secara
berurutan pada persamaan di atas. Penting dicatat bahwa
persamaan sekstik (21) dapat dengan mudah diuraikan menjadi
dua faktor sebagai berikut. _
%+ (B —y2)x + (B — 1)+ Bo— ollx® + (B2 +12)x° +
(B + ¥ )X+ By + el = 0 e, (22)

Oleh karena itu, jika persamaan sekstik (20) dapat
direpresentasikan dalam bentuk (21), maka persamaan itu dapat
difaktorkan menjadi dua faktor polinomial kubik seperti yang
ditunjukkan pada (22), yang menuntun pada solusi persamaan itu.
Faktor-faktor polinomial ini disamakan dengan nol untuk
persamaan-persamaan kubik berikut.
x®+ (B, _F:)x: +(Bi—n)x+PBy—¥ =0
2+ (Bt )x  + (B )x+ B+ ¥y =0 o, (23)

Keenam akar persamaan sekstik (20), kemudian diperoleh
dengan menyelesaikan persamaan kubik di atas. Jadi, untuk
merepresentasikan persamaan sekstik (20) dalam bentuk (21),
koefisien-koefisien (20) mestinya sama dengan koefisien-koefisien
(21). Namun demikian, koefisien-koefisien (21) tidak tersedia
secara eksplisit. Oleh karena itu, persamaan sekstik (21) sekarang
diekspansi dan disusun kembali dalam bentuk pangkat x menurun
seperti yang ditunjukkan di bawah ini untuk memudahkan
penyamaan koefisien-koefisiennya dengan koefisien-koefisien
persamaan sekstik (20).
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}x'+2ﬁ‘x +{5::+251_]"::]'x4+2'[}?u+51}?“ ]".1}’"}-*: +
[51 +2}?uf3" (¥ + vo¥=21x" + 2080 B — Yoo )X +}?n |
o2 = 0 oo reernerne e (24) :
Penyamaan koefisien-koefisien (24) dengan Kkoefisien- koeﬁ51en
dari persamaan sekstik (20) menghasilkan enam persamaan
berikut.

z,:?ﬂ T @y e tan (25)
[ ] A R T (26)
2(By+B1Bs — ¥1¥2) = Az oo (27)
By + 28082 — (12 +¥o¥2) = @ veveeeerrrrrrn (28)
Etﬁuﬁl— Vo¥1) = @1 oo sssssso (29)
P - P (30)

Penting dicatat bahwa meskipun ada enam persamaan
[(25) sampai (30)] untuk menentukan keenam koefiien yang tidak

diketahui (£4: £, B2, ¥p. ¥y dan 35), semua yang tidak diketahui itu
tidak dapat ditentukan, karena solusi persamaan sekstik umum
tidak mungkin dalam bentuk akar. Karena tujuan kita adalah untuk
menyelesaikan persamaan sekstik dalam bentuk akar, berikutnya
diperkenalkan satu lagi persamaan yang disebut persamaan
suplemen untuk menentukan keenam koefisien yang tidak
diketahui. Persamaan suplemen yang diperkenalkan akan
menentukan jenis sekstik yang dapat diselesaikan. Misalkan
persamaan suplemen yang diperkenalkan adalah sebagai berikut.

Fo = 0 (31)
Dari (25) 5 dihitung dengan
B, = ""— ................................................................. (32)

Dengan menggunakan (31) dan (32) pada persamaan (26),
£, diperoleh sebagai:

A o I (33)
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Dengan menggunakan (31), (32), dan (33), nilai ¥5, ,, dan
B, disubtitusi pada persamaan (27) untuk menghitung 5 dengan:

R (G R G e S | [e—— (34)

Dengan menggunakan (31), (32), (33), dan (34) secara
berurutan, nilai y,. 8., ,, dan £, disubtitusi pada persamaan (28),
untuk memperoleh nilai 2 yaitu:

= [(5) - (5)  (5) + (59) - ] 09

Dari bentuk di atas, kita ketahui bahwa ¥; memiliki dua nilai, yaitu

¥11 dan ¥;., seperti yang ditunjukkan di bawah ini.
Vi1 = @
}'rl-" = _a:E, ........................................................................ (36)

di mana @ diketahui melalui:

a, = J(s:") B (3%;5:) n (HT) n (ﬂ] S (37)

Dengan mengamati bentuk di atas untuk @, pembaca yang
penasaran mungkin bertanya-tanya apakah metode yang diajukan

sudah tepat, jika @, adalah imajiner, yaitu jika suku di bawah tanda
akar kuadrat pada (37) menjadi negatif. Tentu saja, sudah tepat
seperti yang dapat dilihat nanti melalui contoh yang diberikan di

akhir bahasan ini. Satu-satunya syarat pada @, adalah bahwa a itu
tak nol.

Perhatikan persamaan (29). Subtitusilah nilai ¥z, 85, £, 85,
dan ¥, dengan menggunakan (31), (32), (33), (34), dan (36) secara
berurutan pada (29), untuk menentukan ¥,. Karena y; memiliki

dua nilai, yaitu ¥;; dan ¥;5; ¥p juga memiliki dua nilai, yaitu 5, dan
Yoz, seperti yang ditunjukkan di bawah ini (untuk e, # Q).

2z

g

Yo
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di mana @~ diketahui melalui:

3 F] 2 5
— “’aﬂh) (“’4“5 ) (“’4 “5) (“5“5 ) (“’5 ) (“;)
T _ _ —_ —_ —
7 ( 4 T 16 8 16 128 20 (39)
Kita telah menentukan semua nilai yang tidak diketahui,

dan mensubsitusinya pada persamaan kubik (23), sehingga kita
peroleh pasangan persamaan kubik berikut ini.

'l

x3+ﬂ:x:+(31_a5]x+ﬁu_(E):ﬂ

x* 4 Byx + (B + ag)x + B, + (z—:) S (40)

Ingat bahwa meskipun ada dua nilai, yaitu ¥, dan ¥,, kedua
nilai ini akan menghasilkan pasangan persamaan kubik yang sama.
Persamaan-persamaan ini kemudian diselesaikan dengan
menggungkan metode yang telah dibahas sebelumnya untuk
memperoleh keenam akar dari persamaan sekstik yang ingin
diketahui (20).

Selanjutnya, mengenai persamaan sekstik, perlu diketahui
juga perilaku akar-akar pada persamaan ini. Misalkan
X4,X5,X3,%s, Xz, dan x. adalah akar-akar dari persamaan sekstik.
Misalkan xy,x,, dan x5 adalah akar-akar dari persamaan kubik
pertama pada (40), dan x4, ¥z, dan x adalah akar-akar persamaan
kubik kedua. Penting dicatat bahwa suku x* pada kedua
persamaan kubik adalah sama. Artinya, jumlah akar-akar x,,x,,
dan x3; sama dengan jumlah akar-akar x., x:, dan x.. Sehingga,

—=. Dengan demikian, relasi

jumlah akar-akar ini sama dengan

akar-akarnya adalah sebagai berikut.
Xyt Xt X3 = XuF Xg Tt X e (41)

Ky F Xz F X = oF st (42)

-

136



Kita ketahui bahwa persamaan sekstik yang dapat
diselesaikan memiliki satu akar terikat, dan ditentukan dari lima
akar lainnya melalui relasi (41).

Kemudian, mengenai syarat koefisien, karena salah satu
akar persamaan sekstik (20) adalah akar terikat, maka salah satu
dari koefisien-koefisiennya juga adalah koefisien terikat, dan dapat
ditentukan melalui koefisien yang lain. Untuk menurunkan relasi
ini (di antara koefisien-koefisiennya) perhatikan persamaan (30),

dan subtitusilah nilai-nilai f; dan ¥, pada (30) dengan
menggunakan (34) dan (38) secara berurutan. Kita peroleh bentuk
berikut yang hanya memuat koefisien-koefisien dari (20).

a0 = [(2)+ (22) ~ (22)] = (2)] oo (43)

Bentuk (43) adalah syarat koefisien yang harus dipenuhi,
sehingga persamaan sekstik (20) dapat diselesaikan dengan cara

yang disarankan di atas. Ingat bahwa koefisien, @, dapat
ditentukan dari koefisien-koefisien yang lain dengan menggunakan
relasi (43).

Lebih lanjut, catatan tentang persamaan suplemen.
Sebelumnya telah diperkenalkan satu persamaan suplemen,
¥> = 0, untuk memudahkan penentuan apa yang belum diketahui.
Persamaan suplemen yang dipilih memutuskan jenis persamaan
sekstik yang dapat diselesaikan. Ingat bahwa jika kita
memperkenalkan, ¥; = 0, sebagai persamaan suplemen, maka
hasil kali tiga akar-akar persamaan sekstik yang dapat diselesaikan
itu sama dengan hasil kali tiga akar-akar yang lain, seperti yang
ditunjukkan berikut ini.

X1X5X3 = XXX

Bagi pembaca yang berminat, silakan selesaikan persamaan
sekstik dengan menggunakan persamaan suplemen, ¥; = 0, dan
buktikan bahwa akar-akar berelasi seperti di atas.
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Contoh 10
Selesaikanlah persamaan sekstik berikut.

z®—8z°432z% — 782z + 1212z*— 110z + 50=0

Penyelesaian:
Langkah pertama adalah mengecek apakah koefisien-
koefisien pada persamaan sekstik di atas memenuhi syarat yang

ditetapkan pada bentuk (43) atau tidak. Dengan menghitung @,

dari bentuk (43), kita peroleh @, = 50, dan dengan demikian kita
ketahui bahwa syarat ini terpenuhi. Dengan menggunakan (32),

(33), (34), (37), dan (39), maka f..B,.By.¥,.dany, dihitung
sebagai: f, = —4, .8, =8, f=—7, ¥y =1, dan ¥, =1 secara
berurutan, di mana i = y/—1. Dengan menggunakan nilai-nilai ini

pada (23), maka pasangan persamaan kubik yang diperoleh
adalah:

z¥—4z°+(8+i)z—7+i=0

23— 4z’ 4+ (B—-i)z—7—i=0
Akar-akar persamaan kubik yang pertama pada pasangan
di atas ditentukan dari metode (23), yaitu: 1 + i, 2 + i, dan 1 — 2i;
dan akar-akar persamaan kubik kedua, diperoleh: 1 — i, 2 — i, dan

1+ 2i. Dengan demikian, keenam akar persamaan itu telah
diperoleh.

LATIHAN
1. Sebuah persamaan kubik dengan 3 sebagai koefisien

pangkat tertingginya memiliki tiga akar, yaitu —4, 23, dan 5.

Carilah persamaan kubik yang dimaksud!
2. Seseorang bingung, karena persamaan polinomial
x? — 25x = 0 dianggap memiliki tiga akar kompleks, tetapi

akar-akarnya adalah 0,5, dan —5 yang semuanya adalah
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bilangan real. Berikanlah penjelasan tentang hal yang
membuat Amir bingung!

3. Berapakah banyaknya solusi kompleks dari persamaan

3_ a3 2 _

TwW 3iw + " 0?

4. Berapakah banyaknya akar-akar yang dimiliki oleh kedua
persamaan berikut.
a. dex®+3ix*—(2+Dx+4=0
b. 5x" —64x®+4x*+1=0

5. Faktorkanlah bentuk polinomial berikut!

a. x?—6x?+ 11x — 6, salah satu faktornya adalah x — 1

b. x®— 7x — 6, salah satu faktornya adalah x + 2

c. x?—x*—65x — 63, salah satu faktornya adalah x + 7

d. 2x*+ 7x*+ 7x + 2, salah satu faktornya adalah x + 1

e. 3x?+ 7x* —22x — 2, salah satu faktornya adalah x + 4

f x*—7x?+3x*+ 31x + 20, salah satu faktornya adalah
x+1

g. x*—2x?—7x*+ 8x + 12, salah satu faktornya adalah
x+1

h. x*— 2x? — 24x7, salah satu faktornya adalah x + 4

i. x*— 8x, salah satu faktornya adalah x — 2

j. 2x* — 8x? salah satu faktornya adalah x + 2

k. x*+ 4x? —17x* + 18x + 4, salah satu faktornya adalah

x+2
. x%—3x*+4x®+ 2x% — 10x — 4, salah satu faktornya
adalah x — 2
6. Tunjukkan bahwa:
a x=1 adalah salah satu akar dari

x*—6x>+11x— 6 = 0, kemudian tentukanlah akar-
akar yang lain secara aljabar!
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x = —2 adalah salah satu akar dari x*—7x—6=0,

kemudian tentukanlah akar-akar yang lain secara
aljabar!

x= -7 adalah salah satu akar dari
x*—x*—65x —63 =0, kemudian tentukanlah akar-

akar yang lain secara aljabar!
x=-1 adalah salah satu akar dari

2x*+ 7x*+7x+ 2= 0, kemudian tentukanlah akar-

akar yang lain secara aljabar!
x=—4 adalah salah satu akar dari

3x? + 7x* —22x — 2 = 0, kemudian tentukanlah akar-

akar yang lain secara aljabar!
x=-1 adalah salah satu akar dari

x*—7x¥+3x%+ 31x + 20 = 0, kemudian tentukanlah

akar-akar yang lain secara aljabar!
x=-1 adalah salah satu akar dari

x*—2x*—7x* 4+ 8x+12=0, kemudian tentukanlah

akar-akar yang lain secara aljabar!
x=—4 adalah salah satu akar dari

x* — 2x* — 24x* = 0, kemudian tentukanlah akar-akar

yang lain secara aljabar!
x =2 adalah salah satu akar dari x*—8x=0,

kemudian tentukanlah akar-akar yang lain secara

aljabar!
x = —2 adalah salah satu akar dari 2x*—8x*=0,
kemudian tentukanlah akar-akar yang lain secara
aljabar!
x=-2 adalah salah satu akar dari

x*+ 4x*—17x% + 18x + 4 = 0, kemudian tentukanlah
akar-akar yang lain secara aljabar!



. x=2 adalah salah satu akar dari
®—3x*+4x*+2x°*—10x—4 =0, kemudian
tentukanlah akar-akar yang lain secara aljabar!
7. Selesaikanlah persamaan berikut!
a. x*—6x*+1lx—6=10
P—T7x—6=0
x¥— x> —65x —63=0
253+ 7x*+7x+2=0
3x3 4+ 7x*—22x—2=0
S5x%+12x*—36x— 16 =10
6x*—5x*—2x+1=0
*—8x=0
2x*—8x*=10
x*—2x%F—24x* =0
x*—T7x*+3x*+31x+20=0
f—2xI—7x*+8x+12=0
x4+ 4x® —17x*+18x+4 =0
x*+4x*+3x*—10x+8=0
6x*+31x3+ 25x° —33x+7=0
B1lx® —54x*+3x"—2x =0
x°—8x*+15x + 8x* —64x + 120=0
6x°+3x*+3x*+5x+6=0
8. Tentukanlah a terlebih dahulu, jika diketahui bahwa —4
adalah salah satu akar dari 5x°*— 7x®+11x4+a =0,

kemudian tentukanlah akar-akar yang lain secara aljabar!
9. Tentukanlah b terlebih dahulu, jika diketahui bahwa 3

adalah salah satu akar dari
T—10x°+8x%+4x*—3x+b =0,

S® ™o a0 o

[—

— X

”’P'F’PFE
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kemudian tentukanlah akar-akar yang lain secara aljabar!

10. Selesaikanlah persamaan berikut!
a. (x—3)%(7x—22)(x*—6x+25)=0

x*+2x+6V10x+1=0

ax* — 8vV2x® +20x2 - 12v2x+9=0

16x* +32v3x* + 104x%2 —8y3x—15=0

16x* —32y3x* +8x2—32x+1 =0
4x%+x¥—5x*—18x+10=0
x%—x*—21x7—37x*—98x—24=10

x%— 6x*—5x® +42x* +40x=0

x%—2,5x° —24x*+85x* +38x° + 126x—72=0
jo x®—08x%+21x*—15x*+31x*+4x—-51=0

S@®@ ™ e a0 o

—
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BAB 9
DALIL SISA DAN HASIL BAGI
ISTIMEWA

Wanda Nugroho Yanuarto

9.1 Teorema Sisa

Teorema Sisa merupakan salah satu konsep dalam Aljabar
elementer, yaitu suku banyak. Di dalam sebuah teorema yang ada
di Aljabar Elementer, salah satunya adalah teorema sisa. Dalam bab
ini akan dibahas bagaimana konsep pembagian sisa dalam
persamaan suku banyak (Fernandes, 2019).

Jika diketahui sebuah fungsi suku banyak, yaitu f(x) yang

akan dibagi dengan p(x) sehingga didapatkan hasil pembagian
tersebut adalah suatu fungsi suku banyak yang lain, boleh diartikan

sebagai fungsi h(x)
flx) =p(x).h(x) +s
Diketahui bahwa = ialah konstanta

10.1.2 Pembuktian Teorema sisa
10.1.2.1. Teorema Sisa |

Diketahui f(x) merupakan fungsi dengan derajat n yang
akan dibagi dengan (x — k) dengan sisa pembagian ialah s = f(k).
Dengan fungsi sisa f (k) yaitu nilai dari fungsi suku banyak untuk
setiap x = k.
Pembuktian:
flx) = (x — k). h(x)+s
Diketahui bahwa derajat s yang nilainya lebih rendah satu derajat
dari (x — k), dengan demikian s adalah sebuah konstanta. Hal ini
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berakibat f(x) = (x —k).h(x) + 5 dengan setiap nilai x diubah
menjadi k, sehingga didapatkan:

flx)=(x—k).h(x)+s

flk)=(k—k).h(k) +s

f(k)=0.h(k)+s

flk)=0+s

flk)=s

Sehingga, f (k) = s, dimana s merupakan sisa pembagiannya.

Berikutnya akan disajikan contoh sebagai ilustrasi lebih
detail dari teorema sisa pembagian di atas:

Diketahui sebuah fungsi suku banyak 2x®+ 7x*+5 dengan

x — 1. Tentukan sisa pembagian dari fungsi suku banyak tersebut
di atas.

Jawab:
x—1=10
x=1

Jadi sisa dari fungsi adalah f(1)
Diperoleh persamaan yang baru adalah di bawabh ini:

Flx)=2x*+7x*+5
F(A)=2(1)%+7(1)*+5
f(1)=2+7+5

F(1) =14
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Dalam membuktikan hal tersebut di atas, dapat pula
menggunakan aturan pembagian secara susun, sebagai berikut:
2x*4+9y+9 — Hasil
x—l‘ 2x%+ 7x*+5
2x% — 2x°
9x*+5
9x% —9x
9x+ 5
9x—9
14— Sisa

Beberapa hal lain yang dapat dilakukan di samping
penggunaan metode di atas, dapat juga menggunakan metode
Horner, adalah sebagai berikut:

1 ‘ 2 7 0 5

2 9 9|14 —» Sisa
Hasil

9.2 Teorema Faktor
Diketahui sebuah fungsi f(x) merupakan fungsi suku
banyak, dan (x — k) adalah sebuah faktor dari fungsi f(x) oleh

karena itu didapatkan bahwa f(x) = 0.
10.1.2.1 Pembuktian

Diberikan (x — k) yang merupakan sebuah faktor fungsi
f(x), didapatkan
flx)=(x—k).h(x) .. (1)

2 9 9
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Dari penjelasan di atas, didapatkan bahwa h(x) merupakan
fungsi dari hasil bagi, disubstitusikan ke x = k ke persamaan (1),
maka didapatkan
f(k) = (k—k).h(k) ..(2)
flk)=0

Sehingga dibuktikan bahwa (x — k) merupakan sebuah
faktor fungsi f(x) dengan f (k) = 0.

Dari pembuktian teorema di atas, dapat dijelaskan secara
detail dengan menggunakan contoh berikut.
Diketahui sebuah  persamaan x*—x®—x*+4x—6=0,
tentukan faktor dari persamaan di atas dengan menggunakan
metode Horner.

Penyelesaian:
2 2 1 -1 -1 4 -6
2 2 2 6 +
-2 1 1 1 6 0
-2 2 —6 +
1 -1 3 0

Disebabkan hasil dari metode Horner yang terakhir yaitu
x* — x + 3 tidak bisa difaktorkan lagi, sehingga faktor yang tersisa
dari x* — x® — x® + 4x — 6 = 0 adalah (x — 2) dan (x + 2).

9.3 Akar Rasional dari Suku Banyak

Diketahui sebuah bentuk persamaan polinomial (suku
banyak) dengan x dan koefisien bilangan real, di bawah ini:
ax"+a, x"t+a, ,x"*+--+a, +ay=0

Diketahui @ # 0, maka n adalah bilangan Asli dengan
a,,@, 4,0, 5, ..,0; merupakan sebuah nilai pasti (konstanta)
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sebagai penentu dari nilai x dari sebuah persamaan di atas disebut
sebagai akar persamaan dari suku banyak (Mahmudah, 2020).

Untuk menentukan nilai x dapat juga dicarikan
penyelesaian dengan menggunakan metode Horner seperti
penjelasan di atas.

Diketahui sebuah p(x) merupakan sebuah fungsi polinom
(suku banyak), dan (x — &) merupakan sebuah faktor dan p(x)

merupakan sebuah akar dari persamaan p(x) = 0 dalam mencari
akar rasional bulat persamaan banyak tersebut dapat dicari
penyelesaiannya.

9.4 Definisi Akar Rasional
9.4.1 Bilangan Irasional

Diketahui E merupakan sebuah bilangan Irasional
merupakan pecahan suku rendah, maka persamaan suku banyak
yang terjadi ialah a,x"+ a,_;x" ' +a, x"*+ -+ a; =0,

dimana nilai & # 0.

Dengan melihat koefisien x adalah bilangan bulat, dengan
"b" adalah faktor dari a, dan "¢" merupakan sebuah faktor

bilangan bulat dari a,,, jika diketahui E adalah akar rasional dari

persamaan suku banyak 6x* + 5x* — 3x — 2 = 0, dengan nilai "b"
dibatasi dengan akar sampai nilai 2, oleh karena itu + 1, + 2, dengan

nilai "c” dibatasi dengan faktor dari 6, adalah + 1, + 2, + 3, dan *+ 6,

. . . 1 1 1 2
maka akar rasional yang didapatkan ialah+1,+2,+ -, + 7 + = + 5
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9.4.2 Bilangan Irasional dari p( x)

Diketahui sebuah ketentuan persamaan p(x) = 0 dengan
koefisien bilangan bulat yang mempunyai koefisien pangkat

tertinggi yaitu 1 dan yang lainnya dalam bentuk "p" seperti dalam
bentuk persamaan umum di bawah ini:
x"+p x4 p,x" T+ 4 p, =0

Sehingga untuk setiap bilangan akar rasional dari p(x)

merupakan sebuah bilangan bulat dan terdapat faktor dari pn,
maka akar rasional yang terjadi dari  persamaan

x® 4+ 2x* — 11x — 12 = 0 adalah terbatas sampai faktor bilangan
bulat 12, yaitu+1,+2,+3,+£4,£ 6, 12.

9.4.3 Akar Bilangan Rasional Suku Banyak p(x) = 0

Diberikan sebuah persamaan polinom (suku banyak)
a,x"+a, x"t+a, ,x""*+--+a,=0. Dengan melihat
persamaan suku banyak sebelumnya, akan dicari akar rasional
suku banyak, maka yang harus dilakukan adalah memfaktorkan
fungsi terlebih dahulu. Beberapa langkah yang harus dilakukan
sebelum difaktorkan, yaitu:
1. Diandaikan a; = 0, sehingga satu akar dari suku banyak

yang pasti yaitu bernilai 0

2. Diketahui keseluruhan koefisien suku banyak yaitu 0,
sehingga salah satu akar suku banyak yang terjadi yaitu 1
suku banyak, atau (x — 1).

3. Diketahui total nilai pasti (koefisien) dimana pangkatnya
adalah bilangan genap, yaitu sama dengan jumlah koefisien
x yang berpangkat ganjil, sehingga satu akar yang terjadi
yaitu —1, atau (x + 1).

4. Diandaikan langkah 1 sampai 3 sudah tidak boleh
dikerjakan, maka yang harus dilakukan adalah membagi
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suku banyak dengan x —k dimana nilai k merupakan
faktor dari a,.

5. Seandainya langkah ke-4 sudah tidak boleh dikerjakan,
maka langkah terakhir adalah bagilah fungsi suku banyak
dengan x —m, yaitu m adalah faktor dari :—: (Bunga, 2021).

Sebagai perhatian, seandainya proses pengerjaan suku
banyak adalah hanya satu langkah saja dan sudah dapat ditemukan

akar yang besarannya adalah p, sehingga suku banyak yang
dikerjakan di langkah berikutnya ialah suku banyak yang sudah

terbagi dengan x — p (Martinez, 2020).
Sebagai contoh adalah menentukan himpunan dari

persamaan suku banyak x* — 15x* — 10x + 24 =0

Jawab:

1. Langkah1
Mencari jumlah koefisien dari persamaan suku banyak,
yaitu 1l — 15— 0+ 24 = 0, sehingga didapatkan 0 = 0.

Metode Horner 1 1 0 -15 -10 24
1 1 -14 -24
1 1 -14 -24 sisanya0

2. Kembali ke Ilangkah 1, jumlah koefisiennya adalah
1+1— 14— 24 =0, sehingga didapatkan —36 =+ 0

3. Langkah 2, yaitu jumlah koefisien dari persamaan pangkat
genap, maka 1 - 24 = - 23, sehingga bilangan ganjil
ditambah dengan bilangan genap, dengan koefisien
variabel pangkat bilangan ganjil, yaitu 1 - 14 =- 18

4. Langkah 3, yaitu faktor dari persamaan dan nilai mutlak
yang didapatkan, yaitu KPK dari 24 adalah + 1, £ 2, + 3, £ 4,
+6,+8,+12,+24.
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5. Metode Horner 211 1 -14 -24
-2 2 24
T -1 -12 sisanya=0

Sehingga, didapatkan Himpunan penyelesaiannya adalah
{—3,—214}atau{(x— 1), (x +2),(x+3), (x—4)}L

9.5 Kesimpulan, Implikasi, Dan Saran
9.5.1 Kesimpulan

Matematika merupakan cabang ilmu yang mendasari
seluruh cabang ilmu yang ada di pendidikan. Di samping itu, dalam
cabang matematika, terdapat satu sub materi yang boleh diajarkan
di dunia pendidikan sekolah tinggi, salah satunya adalah Aljabar. Di
dalam Aljabar tersebut juga ada satu sub materi yang bisa dikuasai,
yaitu Aljabar Elementer (Wardah, Utomo and Putri, 2021). Di
dalam Aljabar Elementer terdapat banyak penguasaan konsep
yang harus dimiliki oleh mahasiswa. Salah satunya adalah Dalil Sisa
dan Hasil Bagi Istimewa.

9.5.2 Saran

Untuk mempelajari berbagai cabang ilmu matematika,
mahasiswa wajib menguasai ilmu dasar. Salah satu ilmu dasar yang
harus dikuasai adalah Aljabar (Hidayati, Subanji and Sisworo,
2020). Aljabar Elementer menjadi satu dasar ilmu Aljabar yang
menjadi patokan mahasiswa dalam penguasaan cabang ilmu
matematika. Sehingga, pembelajaran matematika menjadi satu
ilmu yang mewakili cabang ilmu lain. Penguasaan Aljabar
Elementer menjadi patokan bahwa mahasiswa mampu memahami
matematika secara mendasar.
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BAB 10
BARISAN BERHINGGA DAN TAK
HINGGA

Oleh Novian Riskiana Dewi

10.1 Pendahuluan
Coba perhatikan gambar susunan segitiga dibawah ini :

\
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Gambar 10.1 : Susunan segitiga

(Sumber : https://mafia.mafiaol.com/2014/01/penerapan-barisan-bilangan-di-
kehidupan.html)

Berdasarkan Gambar 10.1 diatas merupakan susunan
segitiga yang dibuat dari beberapa garis. Susunan segitiga
membutuhkan garis sebanyak :

Tingkat 1 = 3 garis

Tingkat 2 =9 garis

Tingkat 3 = 18 garis

Tingkat 4 = 30 garis, dan seterusnya

Penyusunan segitiga tersebut memiliki pola yang beraturan
dari tiap tingkatnya. Pola tersebut menggunakan konsep barisan
bilangan. Maka barisan bilangan yang dibentuk adalah :
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3,9,18,30, ..
dengan menggunakan konsep barisan bilangan, kita dapat
menghitung berapa banyak garis yang dibutuhkan untuk

membentuk susunan tingkat selanjutnya hingga tingkat ke-.

10.2 Barisan

Barisan adalah suatu fungsi dengan domain bilangan asli
atau beberapa himpunan bagian dari bilangan asli mulai dari 1
hingga bilangan yang lebih besar (barisan berhingga). (Safier,

2009) Barisan dinotasikan dengan f (1) = x,,.
Xn = (Il,I:,IE,...,Inj
dengan x, disebut sebagai suku ke-1, x, sebagai suku ke-2, x

sebagai suku ke-3 dan seterusnya x,, sebagai suku ke-n.
Contoh 1:

, . . 1
Tuliskan anggota himpunan barisan x,, = —:n € N.

Penyelesaian :

[
(&%)
(o O I O I OV

Barisan x,, = G,%,é, )
10.2.1 Barisan Berhingga
Barisan yang memiliki selisih atau beda tiap sukunya

disebut dengan barisan aritmatika. Tiap bilangan disebut suku
barisan dan dilambangkan dengan x,. Suku pertama
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dilambangkan dengan a,sedangkan selisih atau beda

dilambangkan dengan b.
Xy — Xy =Xg—X,=""=x,— X, =Db
Contoh 2:

2,5,8,11, ..
x,=a=2, LJ
x,=a+b, h—=13

x3=(a+b)+b=a+2b,
xy=(a+2b)+b=a+3b
dan seterusnya

Berdasarkan pola diatas maka dapat diperoleh rumus
umum untuk menentukan suku ke-1 adalah sebagai berikut :
x,=a+(n—-1)b

Rumus umum diatas dapat digunakan jika nilai beda yang
dimiliki tetap (sama). Lalu bagaimana jika nilai bedanya tidak
selalu sama, seperti pada contoh barisan berikut ini :

3,9,18,30, ..

Jika kita lihat sepintas, barisan diatas memiliki nilai beda
tidak sama, namun jika kita perhatikan dengan teliti maka kita
peroleh:

a=3, 9, 18, 30,...

g
6, 9, 12
e J L Tingkat ke-1
3 3

lon
1

c= Tingkat ke-2
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Barisan diatas merupakan barisan tingkat dua, karena nilai
bedanya sama saat berada di tingkat dua.

Barisan bertingkat ada yang bertingkat satu, dua, tiga, dan
selanjutnya. Pada contoh barisan diatas merupakan barisan tingkat

dua. Secara umum rumus untuk menentukan suku ke-n pada
barisan bertingkat dapat menggunakan rumus sebagai berikut :
_a (n—-1)b N (n—1)(n—2)c

Xy _a 11 21 + dst

Barisan 3,9,18,30,.. dengan a =3,b =6, dan ¢ =3, maka

3 (n—1)6 _ (n—1J(n—2)3

n T * 1! + 2
—346n—6+ E:Iz"—ﬂ'};'z+6

3n® +3n
N
Maka kita dapatkan rumus barisan tersebut untuk mencari suku
ke-n adalah x,, = 22221,
Latihan1:

1. Tentukan suku ke-n dari barisan bilangan
—9,—3,3,9,15, ...
2. Tentukan suku ke-20 dari barisan bilangan 0, 2, 6,12, ...

Penyelesaian :

1. Barisan tersebut mempunyai @ = —9, b = 6, maka suku ke-
nadalahx, =a+ (n—1)b=—9+(n—-1)6
=—94+6n—=6

x, =6n—15.
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_—> Tingkat ke-1

Tingkat ke-2

Barisan 0,2,6,12,... dengan a =0,b = 2, dan ¢ =2, maka

_ 0, n-12 | (n-1)in-2)2
X = o + 1 + a1

(n® — 3n +2)2
i 2
=2n—2+n"—3n+2
x, =n—n
Untuk suku ke-20 diperoleh x,, = (20)* — 20 = 380.

=04+2n—2+

Sedangkan barisan yang memiliki rasio tiap sukunya
disebut dengan barisan geometri. Barisan ini dibentuk dengan
cara mengkalikan suku-sukunya dengan suatu konstanta (rasio).
Secara umum dapat dituliskan sebagai berikut :

i, ar, ar”, ar?, ..., ar® !
_ _ Xy _ Xg _ _ Xy _ . .
dengan x, =a, r = — =_=r=_——=rasio, sehingga untuk
1 2 mn—1

mendapatkan suku ke-n pada barisan geometri sebagai berikut

— a1
X, — arf .

Contoh 3:

Tentukan suku ke-12 dari barisan geometri berikut ini 1,

Fa | =

1
4

==l

P p o wrm

Penyelesaian :

a:
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1y 12-1 1311 1
-0 ()" -5
2= (1) 2 2 2048

Jadi suku ke-12 pada barisan geometri 1, : .

, .... adalah .
2048

¥ ¥

B | =
m | =

10.2.2 Barisan Tak Hingga
Sebelumnya kita sudah membahas tentang barisan
aritmatika dan barisan geometri. Selanjutnya akan dibahas definisi
barisan secara umum.
1. Pengertian Barisan
Suatu barisan adalah suatu fungsi yang memiliki domain
himpunan bilangan asli, dapat dituliskan dengan x,.

Contoh 4 :
Tuliskan empat suku pertama dari barisan x,, = 2n + 1.

Penyelesaian :
x,=a=2(1)+1=3

x, =2(2)+1=5

x,=2(3)+1=7

x,=2(4)+1=9

Maka kita peroleh barisan x,, dapat dituliskan sebagai
berikut 3,5,7,9, ... ...

2. Kemonotonan barisan
Suatu barisan (x,,) dikatakan monoton naik jika pada tiap
sukunya berlaku aturan x; < x, < -~ < x,_, < - atau
x, = x..,,ne M, dan barisan (x,) dikatakan monoton
turun jika berlaku aturan : x; =x, = -+ =x, = - atau
x, = x,., 1€ M. Barisan naik dan barisan turun disebut

barisan monoton.
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Jika x, < x,.,maka disebut barisan naik tegas, dan
sebaliknya jika x,, = x,,., disebut barisan turun tegas.

Contoh 5:
a. Barisan Fibonacci (1,1,2, 3,5, 8,...) merupakan barisan

monoton naik.
b. (2,4.6,8, ...) merupakan barisan naik tegas.
111 .
c¢. (L7.,5:5» -+, ) merupakan barisan turun tegas.
d. (1,1, %2, %, ...) merupakan barisan monoton turun.
e. (—1,1,—1,1,...,(—1)", ..) barisan tidak monoton

Limit barisan
Misalkan x, barisan dan x € . Barisan x,, mempunyai

limit x, sehingga dituliskan lim,_. x, =x apabila untuk
setiap £ > 0, terdapat bilangan asli M, sehingga berlaku
|, — x| < & untuk setiap n = N.

Sifat-safat dari limit barisan dinyatakan dalam teorema
sebagai berikut :

Teorema Limit:

Misalkan barisan =x, dan barisan ¥, masing-masing
mempunyai limit L, & L, dan k suatu konstanta, maka :

a. lim, . k=k,

b. lim, .. kx,=k lim, ., x, =kL,,

c. im(x,+y,)=limx, +limy, =L, +L,,
R e ey

d. ,11121&”'}?”) = limx,, .lim y, = L,.L,

e =

. xp _ limpg xqy Ly
e. lim*t=—"T—%t==1 %0

n—~ My limy .o ¥y ‘o

=
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Teorema Apit

Misalkan x,, ¥, dan z,, merupakan barisan yang memenuhi
syarat berikut ini :

Jika x, =y, =z, ¥Vn €N dan lim,_. x,6 =lim, . z, 6 =1L,

maka lim,, . x, =lim_ _. v, = }!121 z, = L.
Contoh 6:
-
Tentukan lim, _, ——
In®*+n-
Penyelesaian :
lim ——— = lim 2 embilang dan penyebut
T —r 3?!a+?2" = 3+|:’:} (p g p y
il
dibagi dengan n terbesar pada
penyebut)
limy_,., 2 o
=_———1=>"__ (teorema limit €)
llmn_,._lj+[;1}}
limy . 2

= T (teorema limit c)

limg, .- H+l'm'1l.1_,11—1

-

= (teorema limit a)

3+ limp o

L] -

T 3+0

3

Contoh 7 :
Buktikan bahwa Lim (—] —0.

Penyelesaian :
Untuk setiap bilangan asli n berlaku :

Einn 1
= -

mn n

. . . 1
—1 = sinn = 1 oleh karena itu diperoleh —— =



Einn

. 1 1
Barisanx,, = ——, ¥, = .z, = —maka dengan
n

n - n

menggunakan Teorema Apit diperoleh:

1 sinn 1
Lim (——) = Lim ( ) = Lim (—) =0
n n n

Maka terbukti bahwa Lim (?) =10.

. Kekonvergenan barisan

Barisan x,, dikatakan konvergen ke x € R jika terdapat nilai
lim, . x, = x. Suatu barisan tak hingga dikatakan konvergen
jika barisan tersebut mempunyai limit, sebaliknya jika tidak

mempunyai limit maka barisan tersebut dikatakan divergen.
Contoh 8:

. 24n” 1
Barisan (x,)= e konvergen ke -  karena
, 24n” 1
lim, . - ==
1+2n= 2
Contoh 9:
Barisan x,, = (—1)™ merupakan barisan divergen karena
n
lim, . .(—1)" = —1, n ganjil

Tn = £lim”_w[—1)” = 1,n genap
Limit barisan untuk 7 ganjil dan n genap berbeda, maka
barisan x,, = (—1)" divergen.

Latihan Soal :

1. Diketahui barisan aritmatika dengan suku ke-7 dan suku
ke-10 berturut-turut adalah 25 dan 37. Tentukan suku
ke-20,

2. Suatu barisan aritmatika mempunyai selisih b = 3.
Sedangkan barisan geometri mempunyai rasio r = 4.
Jika suku pertama barisan aritmatika sama dengan
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suku pertama barisan geometri, dan suku Kketiga
barisan aritmatika sama dengan suku kedua barisan
geometri, maka berapakah suku pertama pada barisan
dan rumus suku ke-n kedua barisan tersebut?

Penyelesaian :

1. Diketahui
U, =a+6b=25
Upy=a+9b=37—

—3b=-12
b=4
a=1

U,=a+(n—1)b
Uyp=1+(20—-1)4
=1+194

=77
Sehingga kita peroleh suku ke-20 adalah 77.

2. Suatu barisan aritmatika dengan nilai b = 3, yaitu
aa+ 3at6,..
Barisan geometri dengan nilai r = 4, yaitu a, 4a, 164, ...
Suku awal pada kedua barisan sama yaitu a.
a+6 =4a

4o —a =6
3a==6
a=2

Maka suku pertama pada barisan aritmatika dan
barisan geometri adalah 2.
Rumus suku ke-n pada barisan aritmatika adalah



x,=a+(n—1)b

=2+4+(n—1)3
=2+4+3n—3
x,=3n—1

Rumus suku ke-n pada barisan geometri adalah
x, =ar®*!

= (@)@

= @E)™

= @@

— a2n-1
x, =2 .
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BAB 11
DERET BERHINGGA DAN TAK
HINGGA

Oleh Lulut Alfaris

11.1 Pendahuluan

Geometri merupakan adalah  cabang matematika yang
bersangkutan dengan pertanyaan bentuk, ukuran, posisi relative
gambar, dansifat ruang (Alfaris, 2022). Pengenalan
koordinat oleh René Descartes dan perkembangan bersamaan
aljabar menandai tahap baru untuk geometri, karena tokoh
geometris, seperti kurva , sekarang bisa diwakili analitis, yakni
dengan fungsi dan persamaan. Hal ini memainkan peran penting
dalam munculnya kalkulus pada abad ke-17. Teori perspektif
menunjukkan bahwa ada lebih banyak geometri dari sekadar sifat
metrik angka: perspektif adalah asal geometri proyektif. Subyek
geometri diperkaya oleh studi struktur intrinsik benda geometris
yang berasal dengan Euler dan Gaussdan menyebabkan
penciptaan topologi dan geometri diferensial.

11.2 Deret Geometri Tak Hingga

Deret geometri tak hingga adalah deret geometri yang
memiliki suku tak hingga banyaknya.

Jika X := (xn) barisan di R, maka deret tak berhingga (cukup
disebut deret) yang dibentuk oleh X adalah barisan S := (sn) yang
didefinsikan sebagai :

sl1=x1
s2=s1+x2---(=x1+x2)
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sk=sk-1+xk---(=x1+x2+---+xk)

xn disebut terms/suku dari deret, dan sk disebut jumlah
parsial (partial sum). Jika lim S ada, maka deret S dikatakan
konvergen dan nilai limitnya adalah hasil dari jumlahan deret.

Jika limitnya tidak ada, maka dikatakan deret S divergen
Deret tak berhingga S yang dibangun oleh barisan X := Xx,
Disimbolkan dengan :

Z[an atau ZXR amuz Xn
n=1

Contoh soal 1
Diberikan barisan X := (+™) % dengan r € R yang membangun

deret :

o
E rm
n=0

Akan ditunjukkan bahwa jika |r| < 1, maka deret ini konvergen
1
ke

1+r
Jawaban
Misalkan s := 1 +r +r2 +.-+r" untuk n > 0, maka diperoleh
sil=1) = (L+r+r2 st op(L+r+r2 44
= (1+r+r2+---+r” +---)—(r+r2+r3+---+rn+1)
= 1-r/tl
Sn- 1 =5n-:1—;-~3—1
1-r 1-r

1=ty
1-r

4L
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1 _r.:lz+1
[S:r?,— ]=
1 —r 1 —r
|r|:'!+l
=
1 —r

Deret geometri tak hingga dibedakan menjadi dua bagian,
yaitu deret geometri tak hingga yang konvergen dan deret
geometri tak hingga yang divergen.

11.3 Deret Geometri Tak Hingga Konvergen

Konvergen artinya memusat atau tidak menyebar. Deret
geometri tak hingga yang konvergen berarti deret geometri yang
masih memiliki limit jumlah. Syarat deret geometri tak hingga jenis
ini adalah rasio berada di antara -1 dan 1, yaitu -1 <r< 1 atau |r| <
1. Untuk jumlah tak hingganya dirumuskan sebagai berikut.

a
1—7r

Sao=

Contoh :
contoh:

8+4+2+1+ é + §+ -+ (Deret Geometri dengan r= %)

Limit jumlah deret ini bisa dihitung, jika deret diteruskan
sampai dengan n tak hingga maka Un nilainya mendekati nol.

Soo=
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Adapun deret geometri tak hingga konvergen di bagi
menjadi dua Yakini deret geometri dengan suku ganjil dan
deret geometri dengan suku genap sehingga menjadi:

- Deret Geometri suku ganjil: a+ar?+ar?+ar®
suku pertama =a dan r=r?,

Sxo(ganjil) = 1

- Deret Geometri suku genap: a+ar3+ar® +..

suku pertama =ar dan r=r?,
ar
S (genap) = -
(genap) = T

11.4 Deret Geometri Tak Hingga Divergen

Deret geometri tak hingga yang divergen merupakan deret
geometri tak hingga yang tidak memiliki limit jumlah. Tidak
memiliki limit jumlah jika rasio lebih dari 1 atau kurang dari negatif
1. Secara simbol dapat kita tulis menjadir <-1v r
>1 atau |r|>1|r|>1.
Karena tidak memiliki limit jumlah maka untuk menjawabnya
adalah Sco=00 atau tak hingga.
contoh:
2+4+8+16+32+:--2+4+8+16+32+:-- (Deret Geometri dengan r=2)
maka Soco=co karena deret sampai tak hingga semakin besar
sehingga penjumlahan juga besar.

170



11.5 Teorema the ntf! term test

Apabila deret 2’x, konvergen, maka limx, =0

Pembuktian

Menggunakan definisi deret tak hingga, 2xn konvergen apabila
lim(sk ) ada. Karena xn = sn - sn-1, maka

lim(xn) =lim(sn) - lim(sn-1) = 0.

11.6 Kriteria Cauchy

Dalamilmu matematika, barisan Cauchy merupakan
barisan dari bilanganriil, bilangan kompleks, titik dalam ruang
metrik, yang mana suku-sukunya mendekat dan semakin dekat
satu sama lain (Gunawan, 2016). Barisan ini diambil dari nama
matematikawan Prancis Augustin Louis Cauchy.

Penjelasan barisan Cauchy dalam suatu ruang selalu
konvergen (menuju suatu titik dalam ruang tersebut), ruang
tersebut dikatakan lengkap. Contoh ruang yang lengkap
adalah bilangan riil dan bilangan kompleks.

Barisan bilangan riil atau kompleks (Xn) dikatakan Cauchy,
jik memenubhi kriteria Cauchy, untuk setiap e > 0 ada indeks N eN
sehingga suku-suku setelah indeks tersebut berjarak kurang dari

Dalam notasi berkuantor ditulis dengan
Ye>0 3N€EN VYmn>N: |a, —a,] <€

dengan I .  merupakan fungsi mutlak

Deret X x, konvergen jika dan hanya jika untuk setiap € > 0
terdapat M(e€) € N sedemikian sehingga jika m > n > M(e€),
maka

|sm —sn|=|xn+1 +xn+2+---+xm| < e
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Gambar 11.1 : Jarak antar suku dari barisan semakin kecil seiring
bergeraknya barisan, Barisan Cauchy.

n

Gambar 11.2 : Suatu barisan yang bukan barisan Cauchy. Suku
dari barisan tidak saling mendekat seiring bergeraknya barisan.

172



DAFTAR PUSTAKA

Gunawan, Hendra. 2009. Pengantar Analisis Real Penerbit ITB
Bandung.

Allfaris, Lulut. 2022. “Geometri”. Konsep Dasar Matematika.
Penerbit Global Eksekutif Teknologi.

173


https://bermatematikadotnet.files.wordpress.com/2017/02/ma3231-bab-4.pdf

174



BAB 12
BILANGAN KOMPLEKS

Oleh Helma Mustika

12.1 Pendahuluan

Pada awal abad ke -16, Cardan (1501-1576) menggunakan
bilangan kompleks dalam memecahkan persamaan kuadrat dan
kubik. Pada abad ke -18, fungsi yang memuat bilangan kompleks
ditemukan oleh Euler untuk menghasilkan solusi persamaan
differensial. Penyelesaian masalah matematika banyak melibatkan
bilangan kompleks, sehingga banyak masalah dalam teori fungsi
bernilai riill dapat dengan mudah diselesaikan dengan
menggunakan bilangan kompleks.

Suatu Bilangan kompleks juga merupakan bilangan yang
penerapannya terdiri atas beberapa bagian yang di antaranya
adalah bilangan real dan bilangan imajiner. Bilangan kompleks di

simbolkan dengan x + iy, dengan a dan b merupakan anggota
bilangan real. Alasan mengapa bilangan ini disebut bilangan

win

kompleks adalah karena adanya huruf “i”, dapat disebut juga
sebagai simbol dari bilangan imajiner. Selain itu, bilangan tersebut

o, .0

juga memiliki bentuk x + iy, bagian “x” merupakan bagian bilangan

“i N

real, sedangkan “iy” merupakan bagian dari bilangan
imajiner.Untuk dapat menulis bagian real dapat juga menggunakan

simbol Re dan untuk bagian imajiner dapat ditulis dengan

menggunakan Im,
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12.1.1 Pengertian Bilangan Kompleks
Mengapa perlu bilangan kompleks ? dengan melihat

persamaan - — 1 =0 mempunyai penyelesaian untuk x € R
sedangkan persamaan x* + 1 =0 = x* = —1 tidak mempunyai

penyelesaian untuk x € K. Dengan memilik sistem bilangan real [k
saja belum cukup memenuhi kebutuhan lain untuk menyelesaikan

x®+ 1 =0, Oleh karena itu diperlukan bilangan jenis baru yang
dinamakan bilangan kompleks.
Bilangan kompleks ialah suatu bilangan yang berbentuk

x + iy dengan a dan b adalah bilangan real dan i adalah akar
kuadrat dari -1.

Untuk notasinya bisa dinyatakan dengan huruf z dan
bilangan real akan dilambangkan dengan x dan y. Sehingga, jika
z =x+ 1y dapat dinyatakan sebagai sembarang bilangan
kompleks, maka x disebut bilangan real (Re) dan ¥ merupakan
imajiner (Im) dari z.

Operasi hitung pada bilangan kompleks dapat dinotasikan
dengan z; =x; +iy, dan z, =x, + iy, akan dikatakan sama
apabila z, = z, jika dan hanya jikax, = %, dan b, = b, atau dalam
bentuk pasangan berurut (x,,¥,) dan (x,.¥,). Dan untuk bilangan
kompleks z, ==x; +iy,dan z, =%, +1iy, jumlah dan hasil
perkaliannya berturut-turut dapat didefinisikan sebagai berikut:

z) +2, = (%, +%) +i(y, +¥,)

Zy -2y = (%%, —y1¥2) +i(x,5, + %0y,)
Dengan notasi himpunan untuk semua bilangan kompleks
adalah C.Jadi,C={z|z=x+iy,.xe RyeR ],
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Sehingga, jika Im(z) = 0 maka bilangan kompleks z akan
berubah menjadi bilangan real %, dan bilangan real merupakan
suatu keadaan khusus dari bilangan kompleks, sehingga E < C.

Kemudian, Jika Re(z) = 0 dan Im(z) # 0. Maka z akan menjadi iy
dan dinamakan bilangan imajiner murni. Dan Bilangan imajiner

murni dengan ¥y = 0, yaitu bilangan i dinamakan satuan imajiner.

Definisi 2.2

Bilangan Kompkes adalah pasangan terurut dari dua bilangan
real x dan y yang dinyatakan dengan lambang z = (x, y).
Himpunan bilangan kompleks didefinisikan sebagai

(={zz=(xy)xyE R}

12.1.2 Sifat-sifat Bilangan Kompleks

Himpunan semua pasangan terurut (x,y) dengan operasi
tertentu yang sesuai padanya didefinisikan sebagai sistem bilangan
kompkes. Sistem bilangan kompkes tersebut dinotasikan dengan

(C,+, - ). Himpunan bilangan kompleks bersama operasi

penjumlahan dan juga perkalian (C, +, - ) bisa membentuk sebuah
lapangan (field) adapun untuk sifat-sifat lapangan yang berlaku

terhadap bilangan kompleks z,, z,, dan z; adalah sebagai berikut:

2tz € lli":Dan Zy " 7 € lj:(Sifat Tertutup)
b, At L= Ltz 7 "% 7y 7 (sifat komutatif)
C. (z, + z,) + z5 =zi+[z:—|-zngan

(z1°22) - 23 = 21 * (22 " Z2) (sifat Asosiatif)
d & (2t ) 202+ 20 Z (Grdistrubitif)
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e. Add? =0 TIOEC sehingga * T0=0 (O elemen netral
penjumlahan)
f A 0= O0TI0EC sehingga z1=z (1 elemen netral
perkalian)
g. Untuk setiap” — Xty EC 44 "2 x-WECL
sehingga © t (2 =0
-1 1
= i Z - =
h. Untuk setiap z=x+ly €C ada = sehingga
z-z7! =1 d
engan,
_ 1
z7l=—
Z
1
z7l =
x +¥i
-1 — 1 _ X —vi
X+ vyl x—vi
z_l - }f_};rlﬂ
X+ y-
. X
z7l = — Y i

XE+F2 X:+}?:

Teorema 2.2
Sistem bilangan kompleks (Z,+. -) merupakan suatu
lapangan (field)

12.2 Operasi pada Bilangan Kompleks
12.2.1 Operasi Penjumlahan Bilangan Kompleks

Dengan cara menjumlahkan suku yang berkoefisien i dan
menjumlahkan konstantanya. misal :

z) =a+bi
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z, = c+di

z, —z, = (a+bi) + (c+ di)
zy+z, = (@a+c)+ (b+d)i

Contoh
misalkan :

zy =3+ 2i dan z, = 2 — 5i , maka jumlahkanlah bilangan
kompleks tersebut!

z, +z, = (3 +2i) + (2 — 5i)

z, +z, =(3+2)+(2-5)i

z, +z, = 5— 3i

12.2.2 Operasi Pengurangan Bilangan Kompleks

Pada pengurangan sama halnya dengan penjumlahan hanya
saja dalam pengurangan kita mengurangkan konstanta dengan
konstanta dan koefisien i dengan koefisien i . Sehingga berbentuk
seperti berikut

z, =a+ bi
z, = c+di

z, +z, = (a+bi) — (c+ di)
zy+z, = (@a—c)+ (b—d)i

Contoh
1. Misalkan z, =9 + 4idan z, = 2 — 6i, maka lakukanlah

operasi pengurangan pada soal tersebut.
z, —z, = (9 +4i) — (2 — 6i)
z, +z, =7+ 10i
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2. jikaz=1+ 3idam w = 2 +i, maka
z-w=(1+3i)-(2+1i)
=(1-2)+(3i-1)
=-1+2i

12.2.3 Operasi Perkalian Bilangan Kompleks

Pada operasi perkalian bilangan kompleks memiliki
kesamaan pada operasi perkalian yang ada pada persamaan linear
satu variabel . Bentuknya adalah sebagai berikut :

z) =a+bi

z, =c +di

z, . Z, = (a.bi)(c+ di)
z,.2,=a.c+(a.d)i+ (b.c)i+ (b.d)(i.i)

Yang harus diperhatikan yaitu(i.i) = -1 . karna i* = -1,
sehingga didapat :
z,. 2, =a.c+ (a.d)i+ (b.c)i+ (b.d)(i.i)
z,.2,=a.c+ (a.d)i+ (b.c)i+ (b.d)(—-1)
z,.z,=a.c+(a.d)i+ (b.c)i+ (b.d)

Contoh
Misalkan
zy =3 + 5idan z, = 8 — 4i, maka lakukanlah operasi perkalian
pada soal tersebut!
Diketahui:
z, =3+ 5i
z, =8 — 4i

jadi, zy  z, = (3 + 5i)(8 — 4i)
z, z, =3.8+(3.4i)+(8.5) + (5.—4)(i.i)
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z, Zz, = 24+ 12i+ 40i— 20 — i
z, z, =24+ 12i+40i—20—1
z, z, = 24+ 12i+ 40i+ 20

z, z, =44+ 52i

12.2.4 Operasi Pembagian Bilangan Kompleks

Pada pembagian bilangan kompleks memiliki sedikit
perbedaan dengan persamaan linear satu variabel. Pada operasi
pembagian dapat diselesaikan dengan mengalikannya dengan akar
sekawan (konjugat) .

contoh :

Misalkan
z, =9+ 2idan z, = 2 +1, maka hasil dari :—"yaitu!
z; 9+2i
z, 2+i

zy 942 2—i
z, 2+i 2—i

zy 18 —9i+4i—2(i)
z, 4 —2i—2i— (i)

zy 18 —9i+4i—2(—1)

z, 4-—2i+2i—(—1)

z, 20 —5i
Zy 5

Z,

Z=4-i

12.3 Modulus dan Bilangan Sekawan
12.3.1 Modulus
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Penyajian bilangan kompleks disebut sebagai vektor yang
dapat digunakan untuk pengembangan konsep suatu nilai mutlak
dari sebuah bilangan real pada bilangan kompleks. Jika

z = x + iy = (x,y) merupakan bilangan kompleks, maka
modulus atau nilai mutlak dari z dapat ditulis dengan notasi:

|zl = |x +yl =vx*+y°
Perhatikan grafik berikut ini!

b X (Ril)

Sehingga z = x + iy dapat didefinisikan sebagai bilangan
real non-negatif dengan q’m.

Secara geometri, arti dari modulus z atau |zl yakni
menyatakan sebuah jarak antara titik asal O(0,0) ke titik
z = (x,¥). Sementara itu, untuk jarak antara dua buah bilangan

kompleks dengan z, ==x, +1iy; dan 2z, =X, +1iy, dapat
didefinisikan dengan:

! bl -

lzy — 25| =V (x — %)% + (¥, — ¥2)°
Selanjutnya, untuk persamaan z; = %, + iy, dan r adalah
real positif maka untuk |z —z,| =r akan menyatakan bilangan
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kompleks z yang bersesuaian dengan titik-titik pada lingkaran yang
berpusat pada z; dengan jari-jarinyar.

12.3.2 Bilangan Sekawan
Bilangan Kompleks Sekawan dari z = x + iy didefinisikan

sebagai bilangan kompleks z = x — iy. Secara geometri, bilangan

kompleks sekawan z = x — iy dinyatakan dengan titik (x, -y) dan
merupakan persamaan titik (x,y) terhadap sumbu riil.
12.3.3 Sifat Modulus dan Bilangan Sekawan

a. lz,2, | = |z, |lz,|
b.  Re(z) < |Re (2)| = Iz
C. Im (z) < |Im(z)| < |z
d

e. 2=z

f zZ| = [z

g z,+z, =%, +%,
h )= Z; =)~ I

—
)
=
]
. ]

I
o)
[y
3

k. Re (z) = E"Tﬁ,lm (z) = zﬂ;lz

1. zz = |z|2

m. Pertidaksamaan Segitiga. |z, +z,| = |z,| + |z, |
n |z, +z| = |z, —|z|

0. lz, —z,| = |z,| — |z, |

p lz—zml+ etz izl 4zl + o+ 2
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Contoh soal dan pembahasan
1. Akan dibuktikan sifat (a) :
1Zy -Z2| = Izy] [z, |
|24zl = 10y + dyy ) (25 + iy |

|zl lzal = 1020y — wywa) + (0, + 250

|31| -|Z:| = m’f(xix: — Wy )T+ (xyys +x,y)°

|Zj_| -|zj| =

Vaix? + yiy2 — 2 x00,y0, + x3vE 4 x2yE - 20,060, y,
EA N EAE “f(xf + i) (x3 + ¥i)

|Zj_| -|Z:| = |Zj_| -|Z:|

Jadi, terbuktilz; - Zz2| = |z,] .| z,]

_ =l

2. Akan dibuktikan sifat (d) : |-*| =

=
E I e T Pl 5
=l ‘x+:‘;,-:_ " Xy— iy
Fp| _ [Ep¥etxayy e R
= _‘ X2+ 37 S ‘
=, X,Xn+ ¥y ¥ XoY), — Xy ¥oq o
=l "1 e ) T G )’
| _ |.rT_'.rE+_}':_}':" —Z.r-_.:rﬂ'-_}'=+.r'-':_}'=:+.r§_}'£'—2.:r-_.r=_}'-__}'=
=l A (%3 + y2 )°
5| _ [+ yd)(xE +03)
2ol A (2 + 08 MaZ +53)
o) e
=l A E+E)
EN A
=]zl

Jadi, terbukti i =
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3. Selesaikan|—4 + 2i|

Penyelesaian:

|—4 + 2i| = —47+27
-4+ 2i| =V16+ 4
|—4 4 2i| =20
|—4 + 2i| =4/(22)5
|—4 4+ 2i| = 2v5

4. Selasaikan|3i + 4|
Penyelesaian :
3i 4+ 4] = /32442
13i + 4l =9 + 16
3i + 4| =25
|3i + 4| =5

5 Jikaz=3+4imakaz=3+4=3— &

Soal Latihan

1.

Nyatakan dalam bentuk x+iy
a. (2+3i)(-2-31)

i 1-i
b. = + -
. Bilangan = Kompleks manakah yang memenuhi
persamaan :
a. z=12 czl=rz
b. £=—=z dz=z"1
Buktikan bahwa :

a. Im (iz) =Re (2)

b. Re (iz) =-Im (z)

Tentukanlah bagian real dan bagian imaginer dari i" dan
i~ ™ untuk n bilangan asli!
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5. Buktikan bahwa hasil kali dua bilangan kompleks sama
dengan nol jika dan hanya jika paling sedikit satu dari
dua bilangan itu adalah nol!
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